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Hausaufgabe 10.1

Teil 1: FeedbackVertexSet ist in NP
FEEDBACKV ERTEXSET € NP wurde in Hausaufgabe 9.2 gezeigt.

Teil 2: FeedbackVertexSet ist NP-schwer

Zeige, dass FEEDBACKV ERTEXSFET NP-schwer ist durch die Reduktion:
VERTEXCOVER < FEEDBACKVERTEXSET.

Konstruktion: Sei G und k eine Instanz von VERTEXCOV ER.
Wir konstruieren daraus ein FEEDBACKV ERTEXSET durch:

o V' =V

o F'={(u,v),(v,u) | {u,v} € E}

o K=k

Beweis VertexCover nach FeedbackVertexSet:

e Sei VC ein VertexCover von G mit |[VC| < k.

Somit hat jede Kante aus G einen Endpunkt in VC.

Also hat G\ VC keine Kanten mehr.

Dann hat auch G’ \ VC keine Kanten und damit keine Kreise.

Also ist VC' ein FeedbackVertexSet fiir G’ mit |[VC| < k.
Beweis FeedbackVertexSet nach VertexCover:

e Sei FVS ein FeedbackVertexSet von G mit |FVS| < k',
e Dann ist G’ \ F'V.S kreisfrei.

e Angenommen F'V'S wire kein VertexCover.



Dann gébe es eine Kante {u,v} € E mit u,v ¢ FVS.

Somit wiren u,v noch in G'\ F'V'S vorhanden.

Die Kanten (u,v) und (v, u) wiirden einen Kreis erzeugen.

e Das wire ein Widerspruch zu G' \ FVS ist kreisfrei.

Also ist F'V'S ein VertexCover von G mit |FV S| < k.

Laufzeit: Nur die Kanten werden verdoppelt O(|E]), also bleibt die Transformation
polynomiell.

Da FEEDBACKV ERTEXSFET € NP und NP-schwer ist, folgt dass FEEDBACKV ERTEXSF
NP-vollsténdig ist. 0



Hausaufgabe 10.2

Teil 1: k-CliqueUniversal ist in NP
Eingabe: Graph G = (V| E), Zahl k und Zertifikat C' C V.

Der Verifizierer arbeitet wie folgt:

e Priife ob |C| > k, lehne ab falls |C| < k.
e Priife fiir jedes Paar {z,y} C C ob {x,y} € E.
e Lehne ab, falls fiir ein Paar {z,y} ¢ E.

e Sonst akzeptiere.

Existiert eine Clique C' mit |C| > k, dann gibt es ein Zertifikat C' dafiir. Dieses wird
vom Verifizierer akzeptiert und sonst abgelehnt.

Priifung der Grofe und aller Paare lauft in O(|V|?), somit in poly. Zeit. Somit ist das
ein poly. Verifizierer. Also gilt k-CLIQUEUNIVERSAL € NP.

Teil 2: k-CliqueUniversal ist NP-schwer

Zeige, dass k-CLIQUEUNIV ERSAL NP-schwer ist durch die Reduktion:
CLIQUE < k-CLIQUEUNIVERSAL.
CLIQUE ist bereits als NP-vollstandig bekannt.

Konstruktion: Sei G und k eine Instanz von CLIQUE.
Wir konstruieren daraus ein k-CLIQUEUNIV ERSAL durch:

e V' =V U{u} mit einem neuen Knoten u

o ' =FEU{{u,v} |veV}

o k'=k+1

Beweis Clique nach k-CliqueUniversal:

e Sei C eine Clique von G mit [C| > k.

e Da u mit allen Knoten verbunden ist, ist « auch mit allen Knoten aus C' verbunden.
e Damit ist C'U {u} eine Clique in G'.

e Dann gilt auch |[CU{u}| > k+1=F.

Beweis k-CliqueUniversal nach Clique:

e Sei C' eine Clique von G’ mit |C'| > k'

e Setze C'=C"\ {u}, dann gilt |C| > k¥ —1=k.



e Alle Knoten in C' liegen in V' und alle Kanten zwischen ihnen liegen in E, da nur
Kanten zu u neu hinzugefiigt wurden.

e Damit ist C eine Clique in G mit |C| > k.

Laufzeit: Es werden ein Knoten und |V| Kanten hinzugefiigt O(|V|), also bleibt die
Transformation polynomiell.

Dak-CLIQUEUNIVERSAL € NP und NP-schwer ist, folgt dass k-CLIQUEUNIV ERSAL
NP-vollsténdig ist. 0



