AAK — Ubung

Beweistechniken und Klausurtraining
Aufgabentypen, Musterbeweise und Selbsttests zu Serie 9-13

Klausurvorbereitung ,,Analyse von Algorithmen und Komplexitét (CAU Kiel)

Sommersemester 2026

Wie du dieses Dokument benutzt. Voraussetzung ist Fundament.pdf — alle Begriffe und
Problemdefinitionen werden hier als bekannt vorausgesetzt. Dieses PDF trainiert die Aufgabentypen
der Klausur: Pro Kapitel bekommst du ein Rezept, komplett ausformulierte Musterbeweise (aus
Musterlosungen der Serien und dem Skript) und 1-2 Selbsttest-Aufgaben aus echten Altklausuren.
Lose die Selbsttests schriftlich unter Zeitdruck, bevor du die Losungen im Anhang A liest.

Der Klausur-Bauplan. Alle vier Altklausuren (SS23/SS24, je Haupt- und Nachklausur) folgen
demselben Skelett — 5—6 Aufgaben, 120 Minuten, ein handbeschriebenes Blatt erlaubt:

#  Aufgabentyp Punkte Kapitel hier
1 Approx-Algorithmus anwenden (LPT, Christofides, Greedy, ATSP;) ~10 4
2 Vorlesungsbeweis reproduzieren 10 2
3 NP-Schwere per Reduktion (Variantenprobleme, 2 Stiick) 5+5 3
4 Glite-Beweis + Worst-Case-Instanz konstruieren ~10 4.2
5  ETH-Lower-Bounds aus vorgegebener Reduktion 5+5 5
(6) NP-Zugehorigkeit (Zertifikat/Verifizierer/NTM) — nur SS23 10 1
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1 NP-Zugehorigkeit zeigen

Aufgabenformat (Klausur SS23, beide Male identisch): ,,Zeigen Sie auf verschiedene Weisen, dass
das Problem in NP liegt: (a) Zertifikat angeben, (b) Verifizierer beschreiben + Laufzeit konkret,
(c) NTM in Worten + Laufzeit.*

Rezept: Der NP-Dreischritt

(a) Zertifikat: Die ,Losung® des Problems als Objekt — Teilmenge, Belegung, Permutation.
Angeben, wie es kodiert ist (z. B. ein Bit pro Element) und dass es polynomiell lang ist.

(b) Verifizierer: Deterministischer Algorithmus, der (Instanz, Zertifikat) bekommt und alle
geforderten Eigenschaften priift. Danach drei Punkte abhaken:
1. Beschreibung: Welche Checks laufen in welcher Reihenfolge?
2. Korrektheit: Ja-Instanz = es existiert ein Zertifikat, das akzeptiert wird; Nein-Instanz
= kein Zertifikat wird akzeptiert.
3. Laufzeit: pro Check abschitzen, Summe polynomiell (in der Klausur: konkret in O-
Notation!).
(c) NTM: ,Rate und prife*“ — fiir jedes Element nichtdeterministisch entscheiden, ob es zur

Losung gehort; danach deterministisch dieselben Checks wie in (b). Korrektheit und Laufzeit
wie oben (polynomiell viele Rateschritte + polynomielle Priifung).

Merke

Zusammenhang (a)—(c): Die Folge der Rateschritte der NTM ist das Zertifikat. Beide Wege
nutzen die Extra-Ressource, um eine Losungskandidatin zu bestimmen und dann nur noch zu
priifen.

1.1 Musterlosung: Knapsack € NP (Prisenz 9.1)

NTM: Fiir jeden Gegenstand entscheide nichtdeterministisch, ob er in den Rucksack kommt.
Priife anschlieflend ) ;cqw; < K und > ;g p; > P; akzeptiere genau dann. Korrektheit: Existiert
eine zuldssige Fiillung mit geniigend Profit, gibt es eine Folge von Entscheidungen, die sie findet
— diese wird akzeptiert. Existiert keine, lehnt jeder Rechenweg ab. Laufzeit: n Rateschritte,
Summation und Vergleich in O(n) Arithmetikschritten — polynomiell.

Verifizierer: Zertifikat ist S C [n] (ein Bit pro Gegenstand). Berechne } ;g w; und ;o g pi,
vergleiche mit K und P, akzeptiere entsprechend. Korrektheit und Laufzeit: analog.

1.2 Musterlésung: FVS € NP per Verifizierer (HA 9.2)

Zertifikat: X C V (ein Bit pro Knoten). Priife (1) |X| <k, (2) G\ X ist azyklisch — dafiir den
Algorithmus zur topologischen Sortierung aus der Vorlesung nutzen: Er findet genau dann eine
topologische Sortierung, wenn der Graph kreisfrei ist. Beide Checks polynomiell = polynomieller
Verifizierer.

Merke

Nutze bekannte polynomielle Algorithmen als Bausteine des Verifizierers (topologische
Sortierung, DFS/BFS, Sortieren) — mit Namen zitieren statt neu erfinden.

1.3 Klausurniveau durchgerechnet: Longest Path (SS23 A2)
Gegeben G = (V, E) und k; gibt es einen einfachen Pfad der Linge > k?



(a) Zertifikat: Eine Folge von k + 1 paarweise verschiedenen Knoten (vg, v1,...,v;) — der
behauptete Pfad. Lange: O(klog|V|) Bits, polynomiell.

(b) Verifizierer: Priife (1) alle v; paarweise verschieden — O(k?) Vergleiche (oder Sortieren),
(2) {vi,vit1} € E fiir alle i =0,...,k — 1 — k Lookups in der Adjazenzmatrix, je O(1), also O(k).
Gesamt: O(k?) C O(]V|?), polynomiell in der Eingabegréle. Korrektheit: Hat G einen Pfad der
Léange > k, so bilden seine ersten k£ + 1 Knoten ein akzeptiertes Zertifikat; wird umgekehrt ein
Zertifikat akzeptiert, ist es ein einfacher Pfad der Lange k.

(c) NTM: Rate nacheinander k + 1 Knoten auf ein Arbeitsband (O(klog|V|) nichtdetermin-
istische Schritte). Priife dann deterministisch Verschiedenheit und Kantenbedingung wie in (b).
Laufzeit: Raten O(klog|V|) plus Priifung poly(|V|) — insgesamt polynomiell.

Achtung — typische Falle
Hé&ufige Fehlerquellen bei diesem Aufgabentyp:

o Korrektheit nur halb: Es gehoren beide Richtungen dazu (Ja-Instanz = akzeptierendes
Zertifikat existiert; akzeptiert = Ja-Instanz).

o Laufzeit vergessen oder nur ,polynomiell“ sagen, wenn konkrete O-Notation verlangt ist.

o Beim Verifizierer die Kardinalitatsprifung (|C| < k bzw. > k) unterschlagen.

Punkteschema der Serien: Beschreibung 2 P., Korrektheit 1P., Laufzeit 1 P.

Selbsttest: 1 — Dominating Set (Klausur SS23-N, A2; 3+3+4P.)

G = (V, E) ungerichtet, k € Ny. Gibt es D C V, |D| < k, sodass jeder Knoten in D liegt oder
zu einem Knoten in D benachbart ist?

(a) Geben Sie ein Zertifikat an.

(b) Beschreiben Sie einen polynomiellen Verifizierer; Laufzeit konkret in O-Notation.

(c) Beschreiben Sie in Worten eine polynomielle NTM; Laufzeit konkret in O-Notation.
Losung: Anhang A.1.

2 Die vier Vorlesungsbeweise (der 10-Punkte-Block)

In jeder Altklausur gibt es genau eine Aufgabe ,,Beweis zur Vorlesung® fiir 10 Punkte. Bisher
kamen dran: SAT < k-CLIQUE (SS24-H), SAT < 3-SAT (SS24-N), k-CLIQUE NP-vollsténdig
(SS23-H), List-Scheduling-Giite 2 — 1/m (SS23-N). Diese vier Beweise musst du reproduzieren
konnen — sie gehoren auf dein erlaubtes handschriftliches Blatt.

2.1 Beweis 1: SAT < 3-SAT (Skript Satz 6.25)

Aussage: 3-SAT ist NP-vollstandig. (In der Klausur SS24 durfte 3-SAT € NP angenommen
werden; sonst: Belegung raten und priifen.)

Beweis. Zu zeigen: SAT < 3-SAT. Gesucht ist eine polynomzeitberechenbare Transformation
a— amit a € SAT < a € 3-SAT.
Idee: Eine lange Klausel wird mit Hilfsvariablen in eine Kette von 3er-Klauseln aufgespalten:

(y1 V- Vyy) erfilllbar <= (y1 Vya V1) A(—z1VysVae) A A(mxp_3Vyn—1Vyy,) erfilllbar,

wobei x1, ..., z,—3 neue Hilfsvariablen sind (pro Klausel eigene).

=: Sei (y1 V-V y,) wahr, etwa y; wahr. Setze 1 = -+ = x;_9 = true und ;-1 = --- =
Tn—3 = false. Dann ist jede Kettenklausel erfiillt: Die ersten ¢ — 2 durch ihr z-Literal, die Klausel
mit y; durch y;, die restlichen durch ihr —z-Literal.



< Sei die rechte Seite erfiillt und angenommen, alle y; wéren falsch. Dann erzwingt die erste
Klausel x1 = true, damit die zweite x9 = true, induktiv x,_3 = true — aber die letzte Klausel
(mZp—3 V Yn—1 V yp) ist dann falsch, Widerspruch. Also ist ein y; wahr und die Originalklausel
erfiillt.

Wende dies klauselweise an. Es gilt |a| < c|a| mit ¢ = O(1), und die Transformation
ist in Polynomialzeit berechenbar. Da SAT NP-vollstindig und 3-SAT € NP ist, ist 3-SAT
NP-vollstandig. O

2.2 Beweis 2: k-Clique € NP (Skript Lemma 6.13)

Dieser kleine Beweis ist Teil des Vorlesungsbeweises ,,k-CLIQUE ist NP-vollstdndig*.

Beweis. Polynomieller Verifizierer: Neben der Eingabe (G = (V, E), k) erhélt der Algorithmus ein
Zertifikat C' C V. Er priift: (1) fir alle zweielementigen Teilmengen {u,v} C C, ob {u,v} € E —
Zeit O(|C)?) = O(|V]?); (2) ob |C| > k — Zeit O(]V|). Ausgabe Ja genau dann, wenn beide Tests
positiv sind. Da die Eingabeldnge Q(|V| + |E|) ist, ist die Laufzeit polynomiell. O

2.3 Beweis 3: SAT < k-Clique (Skript Satz 6.26)

Achtung — typische Falle

Die Klausur SS24 verlangte ausdriicklich die Reduktion vom allgemeinen SAT (beliebig lange
Klauseln) — nicht von 3-SAT! Die Konstruktion unten funktioniert fiir beide.

Aussage: k-CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis. (a) k-CLIQUE € NP: siehe Beweis 2.
(b) SAT < k-CLIQUE: Sei F' = Fy A --- A Fy, in KNF mit Klauseln F; = (y;1 V -+ V 4, ).
Konstruktion von G = (V, E) in polynomieller Zeit:

V=A{[,jl|1<i<m, 1<j<V{} (ein Knoten pro Literalvorkommen)
E={{i,4],[/',5']} | i #4' und y;; # —wirj» } (verschiedene Klausel, nicht widerspriichlich)

Setze k = m. Behauptung: F erfiilllbar <= G enthilt eine Clique mit m Knoten.

= Sei ¢ erfiillende Belegung. Dann gibt es fiir jedes i ein r; mit ¢ (y;,) = true. Setze
C={[li,r;] | 1 <i<m}. Ware {[i,r],[j,rj]} ¢ E fir i # j, dann miisste (nach Definition von
E) yir; = ~yjr; gelten — aber beide sind unter ¢ wahr, Widerspruch. Also ist C' eine m-Clique.

«<: Sei C eine m-Clique. Da Knoten derselben Klausel nie verbunden sind, hat C' die
Form C = {[1,r1],...,[m,rn]}. Definiere ¢ mit ¥ (yi,,) = -+ = ¥(Ymsr,,) = true. Das ist
widerspruchsfrei, da y;,, # -y, fiir alle i # j (sonst keine Kante). Dann ist jede Klausel F;
erfillt, also ¢(F) = true.

Da SAT NP-vollstandig ist, SAT < k-CLIQUE gilt und k-CLIQUE € NP, ist k-CLIQUE NP-
vollstandig. O

Beispiel: Konstruktion konkret (Skript Beispiel 6.27)

F = (x1VaaVas) A(-z1 V-xe) A(x; V oz V —x3), also m = 3. Knoten: [1,1],[1,2], [1, 3]
(Klausel 1), [2,1],[2, 2] (Klausel 2), [3,1],[3, 2], [3, 3] (Klausel 3). Kanten zwischen allen Paaren
aus verschiedenen Klauseln aufler z.B. {[1,1],[2,1]} (z1 vs. —x1) oder {[2,2],[3,2]} (beide
—z9: kein Widerspruch, Kante existiert!). Nur komplementdre Literalpaare bekommen keine
Kante. Die Clique {[1,1],[2,2],[3,1]} (z1, —x2, x1) liefert ¥(z1) = true, ¥ (x2) = false (x3
frei).




2.4 Beweis 4: List Scheduling hat Giite 2 — L (Skript Satz 7.24a)
Aussage: Fiir alle Eingaben I = (L, m) gilt LS(I)/OPT(I) <2 —1/m.

Beweis. O.B.d.A. habe Maschine M; nach der Zuordnung die hochste Last L = ;. p, pj, d.h.
LS(I) = L. Sei Ji der letzte Job, der M; zugeordnet wurde. Kernbeobachtung: Zum Zeitpunkt
der Zuordnung von J; hatte M, die kleinste Last L — p, — also haben alle Maschinen mindestens
Last L — pg. Daraus folgt

n
> pi = m(L—pg)+ p-
i=1

Auflerdem gelten die beiden Standard-Schranken fiir das Optimum:

1 n
> - . > pr.
OPT(I) > m;pz und  OPT(I) > py

(Die Gesamtlast verteilt sich auf m Maschinen; und jeder einzelne Job muss irgendwo laufen.)
Kombinieren:

- m

IS m(L —pg) +pp 1 B
OPT(I) > E;pi > = L—(l—g>pk = LS(I)—(l—E>pk.

Mit pr, < OPT(I) folgt OPT(I) > LS(I) — (1 — L) OPT(I), also LS(I) < (2— 1)OPT(I). O

Merke

Die zwei OPT-Schranken OPT > %Z p; (Durchschnittslast) und OPT > ppax (groter
Job) sind das Universalwerkzeug aller Scheduling-Giite-Beweise — auch fiir RoundRobin
(Kapitel 4.2) und LPT.

Selbsttest: Selbstkontrolle ohne Losung im Anhang

Reproduziere jeden der vier Beweise handschriftlich, ohne in dieses Dokument zu schauen.
Kontrolliere gegen die jeweilige Stelle hier. Wiederhole jeden Beweis, bei dem du einen Schritt
ausgelassen hast — besonders gern vergessen: die Polynomialitit der Transformation und die
Riickrichtung.

3 NP-Schwere per Reduktion: das Handwerk

Der héufigste Klausur-Aufgabentyp: Ein Variantenproblem (bekanntes Problem mit Zusatzeigen-
schaft) soll als NP-schwer oder NP-vollstiandig bewiesen werden.



Rezept: NP-Vollstidndigkeits-Boilerplate (6 Schritte)

1. € NP: Verifizierer angeben (oft: ,wie beim Originalproblem, da nur die Instanzen
eingeschrankt sind“). Bei reiner NP-Schwere-Frage entfallt dieser Schritt.

2. Quellproblem wihlen: ein bekanntes NP-vollstdndiges Problem X, das dem Zielprob-
lem Y moglichst &hnlich ist. Richtung: X < Y!

3. Konstruktion angeben: Wie wird aus einer X-Instanz eine Y-Instanz? Prézise, mit
allen Parametern (auch k anpassen!).

4. Polynomialitdt: Konstruktion lauft in Polynomialzeit (meist 1 Satz: ,naiv in O(-)“).

5. Korrektheit, beide Richtungen: = Ja-Instanz von X liefert Ja-Instanz von Y; <
Ja-Instanz von Y liefert Ja-Instanz von X.

6. Schlusssatz: ,Also existiert eine polynomielle Reduktion von X auf Y. Da X NP-
vollstandig ist und Y € NP gilt, ist ¥ NP-vollstandig“

Punkteschema (HA 11.1): Verifizierer 14+-0,540,5 P.; Angabe Reduktion 1P.; Korrektheit 3 P.
(1,5 pro Richtung); Laufzeit 1P.; Beweisfiihrung 1 P.

Achtung — typische Falle
Die drei Klassiker-Fehler:

o Falsche Richtung: Es muss das bekannte Problem auf das meue reduziert werden
(Xbekannt S Yneu)-

¢ Riickrichtung vergessen — kostet 1,5 von 5 Punkten.

o Die konstruierte Instanz erfillt die Zusatzeigenschaft des Zielproblems nicht (z.B.
universeller Knoten fehlt, Grad-Bedingung verletzt).

3.1 Muster 1: Zusatzeigenschaft erzwingen — k-Clique Universal (HA 10.2)

Das Musterbeispiel; im Aufgabentext wortlich als , klassische Klausuraufgabe®“ bezeichnet. Gegeben:
k-CLIQUE, aber die Instanz enthélt garantiert einen universellen Knoten (mit allen verbunden).

Beweis. € NP: Jeder Verifizierer fiir k-CLIQUE eignet sich, da lediglich eine Zusatzeigenschaft der
Instanz hinzukam.

Reduktion k-CLIQUE < k-CLIQUE UNIVERSAL: Gegeben (G = (V, E), k). Definiere k = k + 1
und G = (V,E) mit V =V U {u} fiir einen neuen Knoten v ¢ V und E = EU { {u,v} |v € V }.
Der Knoten u ist universell, also ist (G, k) eine giiltige Instanz; berechenbar in O(|V]).

= Sei C eine Clique in G mit |C| > k. Da u mit allen Knoten verbunden ist, ist C' = C' U {u}
eine Clique in G mit |C| > k+ 1 = k.

«: Sei C eine Clique in G mit |C| > k. Dann ist C = C'\ {u} C V eine Clique in G (Teilmenge
einer Clique; u ist der einzige neue Knoten) mit |C] > k — 1 = k.

Also ist k-CLIQUE UNIVERSAL NP-vollstandig. O

Merke

Schema ,,bekanntes Problem + Zusatzeigenschaft: Verifizierer erben; die Reduktion
muss nur die Zusatzstruktur herstellen (Knoten/Item hinzuftigen, skalieren) und den Parameter
k nachziehen. Priife immer: Erfiillt jede konstruierte Instanz die Zusatzeigenschaft?

3.2 Muster 2: Komplement-Dualitdt — Clique < VC (Prisenz 10.2)
Beweis. VC € NP: bekannt (HA 9.1).



Reduktion: Gegeben (G = (V, E), k) mit n = |V| (0.B.d.A. k <n). Invertiere den Graphen zu
G’ (Komplementgraph: genau die Nicht-Kanten von G). Gib (G’,n — k) als VC-Instanz aus.

=: G enthalte eine Clique C, |C| > k. Dann ist V' := V \ C ein Vertex Cover von G’ mit
V| <n—k: In G’ gibt es keine Kante zwischen Knoten aus C' (in G waren alle da), also hat jede
Kante von G’ einen Endpunkt auBerhalb von C, d.h. in V.

<: G’ enthalte ein VC V' mit |[V'| <n—k. Dann ist C := V' \ V' eine Clique in G mit |C| > k:
Fir {u,v} C C gilt {u,v} ¢ E' (sonst wire V’ kein VC), also {u,v} € E.

Laufzeit: Invertieren naiv in O(|V'|?), polynomiell. Mit dem Schlusssatz folgt: VC ist NP-
vollstandig. O

3.3 Muster 3: Antiparallele Bégen — VC < FVS (HA 10.1)

Beweis. FVS € NP: bekannt (HA 9.2, topologische Sortierung).

Reduktion: Fir eine VC-Instanz (G = (V, E), k) erzeuge den gerichteten Graphen G’ = (V, E’)
mit E' := { (u,v), (v,u) | {u,v} € E'} — jede ungerichtete Kante wird zu zwei antiparallelen Bdgen.
Gib (G', k) aus.

=: Sei C ein VC mit |C| < k. Dann enthélt G \ C keine Kanten, also enthilt G’ \ C keine
Bogen und damit keine Kreise.

<: Sei X ein FVS mit | X| < k. Dann ist X ein VC in G: Gébe es eine Kante {u,v} € E mit
u¢ X und v ¢ X, so ware (u,v,u) ein Kreis in G’ \ X — Widerspruch.

Laufzeit: O(|E|). Schlusssatz = FVS NP-vollsténdig. O

3.4 Muster 4: Gadget + 0.B.d.A.-Bereinigung — VC < A-Cover (HA 11.1)

Beweis. € NP: Zertifikat Cx C V; priife |Ca| < k und fiir alle < |V |> Knotentripel, ob sie ein
Dreieck bilden und dann getroffen werden; O(|V[*), polynomiell.

Reduktion: Fir eine VC-Instanz (G = (V, E), k) bilde G’ = (V/, E') mit V' = VU{v. |e € E}
und E' = EU {{v.,e1},{ve,e2} | e = {e1,e2} € E} — jede Kante wird zu einem Dreieck
{ve, €1, €2} aufgeblasen. Gib (G', k) aus.

=: Sei C ein VC von G, |C| < k. Jedes Dreieck in G’ ist entweder ein Dreieck aus G (drei
paarweise verbundene Knoten, deren Kanten alle von C' iiberdeckt sind, also ein Eckknoten in C')
oder ein Gadget-Dreieck {ve,e1,e2} —und e; € C oder ey € C, da C die Kante e tiberdeckt. Also
ist C eine Dreiecksiiberdeckung.

«: Sei Cp eine Dreiecksiiberdeckung von G/, |Cal < k. O.B.d.A. gilt Cx C V: Enthilt Cx
einen Gadget-Knoten v,, ersetze ihn durch e; — die Uberdeckung bleibt erhalten (alle Dreiecke
durch v, enthalten e; oder ey; das einzige Dreieck mit v, ist {ve, €1, e2}) und die Menge wird nicht
groBer. Nun trifft Cx jedes Gadget-Dreieck {ve,e1,e2} in e; oder es — also ist fiir jede Kante
e = {e1,ea} € E ein Endpunkt in Ca: ein Vertex Cover.

Laufzeit: O(|E|). Schlusssatz = A-COVER NP-vollsténdig. O

Merke

Die 0.B.d.A.-Bereinigung (Gadget-Knoten in der Riickrichtung durch Original-Knoten
ersetzen) ist ein wiederkehrender Trick: Sie macht die Riickrichtung sauber, ohne Fallunterschei-
dungen zu multiplizieren. Immer begriinden, warum die Ersetzung (i) die Losungseigenschaft
erhalt und (ii) die Menge nicht vergroBert.

3.5 Muster 5: Padding und Shift — SubSet Sum < SubSet Sum Cardinality
(Prasenz 11.3)

Zielproblem: wie SubSet Sum, aber zusatzlich |S| = n/2 gefordert.



Beweis. Reduktion: Fir I = (ci,...,cp, K) definiere ¢, := ¢; + 1 fur i < n (,Shift“) und
¢=1firi e {n+1,...,2n} (n ,Padding-Items*). Ausgabe: I' = (c},...,c,,, K + n) mit
Kardinalitatsforderung n (von 2n Items).

=: Sei S mit > ;cqg¢; = K. Dann Y ,.g¢; = K + |S|. Fille mit Padding-Items S’ =
{n+1,....2n—|S|} auf: [SUS|=nund ¥ ;cq 5 ¢, =K+ |S|+ (n—15]) =K +n.

<: Sei S’ mit |S'| = nund Yo ¢, = K +n. Setze S := S’ N{1,...,n}. Die n —|5|
Padding-Ttems in S tragen je 1 bei, also > ;cq(c; +1) = K +n— (n—|S|) = K +|S|, d.h.
2iesci = K.

Laufzeit: O(n). Schlusssatz. O

Merke
Der SubSet-Sum-Werkzeugkasten (fiir die Klausur-Varianten):

o Skalieren: ¢, = \¢;, K/ = AK andert die Losbarkeit nicht — erzwingt Teilbarkeitseigen-
schaften (z.B. A = 3: alle Groflen durch 3 teilbar / keine Grofle ist Zweierpotenz).

o Shift + Padding: ¢; = ¢; + 1 plus Einsen-Items — erzwingt Kardinalitdten (Muster 5).

o Skalieren + Sonder-Item: ¢, = 2¢;, neues Item der Grofe 1, K’ = 2K + 1 — erzwingt,
dass das Sonder-Item in jeder Losung liegt (Paritat!).

In jeder Altklausur kam genau eine solche SubSet-Sum-Variante dran.

3.6 Muster 6: Dummy-Knoten — Clique-Nomember (Prisenz 11.2)

Kurzfassung: Gegeben CLIQUE-Instanz (G, k); fiige einen neuen isolierten Knoten v hinzu und
frage nach einer k-Clique ohne v in G' = (V U {v}, E). =: Eine k-Clique in G enthélt v nicht (v
ist neu) — fertig. <: Eine k-Clique ohne v in G’ liegt komplett in G. Laufzeit O(1) zusétzlich.
Der isolierte Knoten ist das einfachste Gadget iberhaupt.

3.7 Gadget-Katalog

Zusatzeigenschaft / Ziel Trick Beispiel
Verbotener/erzwungener isolierten bzw. universellen  Clique-Nomember; Clique
Knoten Knoten hinzufiigen, k anpassen Universal
ungerichtet — gerichtet Kante — zwei antiparallele Bogen VC < FVS

(2-Kreise)

Kanten- — Dreiecksstruktur Kante zu Dreieck aufblasen (neuer VC < A-Cover
Knoten pro Kante)

Komplement-Sicht Graph invertieren; Clique <> IS «+» Clique < VC

VC
Kardinalitdt erzwingen +1-Shift + Padding-Einsen SubSetSum Cardinality
Zahleneigenschaften skalieren (x\), Sonder-Item, Par- SubsetSum-

itéat Klausurvarianten

Grad-Bedingungen (deg > d)  Gadget an jeden Knoten hingen, Hitchhiker’s-HK (SS24-N)
das Grad erhoht, ohne Losungen
zu dndern

Selbsttest: 2 — CliqueAndIndependentSet (Klausur SS24-H, A3a; 5P.)

Gegeben G = (V, E) und k > 1. Entscheide: Gibt es in G sowohl ein Independent Set der
Grofle k als auch eine Clique der Grofie k7 Zeigen Sie die NP-Schwere durch Reduktion eines
bekannten NP-schweren Problems. Losung: Anhang A.2.




Selbsttest: 3 — SubSet Sum mit Teilbarkeit (Klausur SS23-H, A5a; 4 P.)

Beweisen Sie die NP-Vollstandigkeit von SUBSET SUM, bei dem jede Itemgréfle durch 3 oder
durch 7 teilbar ist. Losung: Anhang A.3.

Selbsttest: 4 — HamiltonianPath +» HamiltonianCycle (Klausur SS23-N, A5b/c;
5+6 P.)

Geben Sie polynomielle Reduktionen an: (b) HAMILTONIANPATH < HAMILTONIANCYCLE; (c)
HAMILTONIANCYCLE < HAMILTONIANPATH. Losung: Anhang A .4.

4 Approximation: anwenden, beweisen, Worst Case bauen

Dieser Aufgabenkomplex besteht in der Klausur aus zwei Aufgaben: einer Anwendungsaufgabe (Al-
gorithmus auf konkrete Instanz, Aufgabe 1) und einem Giite-Beweis mit Worst-Case-Konstruktion
(Aufgabe 4).

4.1 Anwenden: die Rechenaufgabe

Rezept: Was du fliissig rechnen konnen musst

o« LPT/List Scheduling: Jobs (ggf. sortieren), der Reihe nach auf die Maschine mit
kleinster Last; Schedule grafisch zeichnen (Maschinen-Balken mit Zeitachse); Giite
nennen (2 — L bzw. 5 — 5.

o ATSP;: MST — Kanten verdoppeln — Eulerkreis (Startknoten beachten!) — Abkiirzen;
erkldren, warum Giite 2 und wozu die A-Ungleichung.

e Christofides: MST — ungerad-gradige Knoten X — min. perfektes Matching auf X
— Eulerkreis — Abkiirzen. Alle Zwischengraphen angeben — auch Schritte nennen, die
nichts dndern!

o Knapsack-Greedy/MGA: nach Profitdichte p;/w; sortieren, einpacken was passt;
MGA: Vergleich mit bestem Einzel-ITtem; Giite 2 nennen; Verbesserungsidee: k-
Enumeration (Sahni) — 3/2 bei k = 2, 4/3 bei k = 3.

Beispiel: Knapsack-Greedy durchgerechnet (Klausur SS23-H, A1)

Instanz (Items als (p;, w;), Kapazitdt B = 16): (1,4),(1,1),(1,3), (11,13), (3, 3), (5,6), (1,5).
GA: Profitdichten: 1/4,1/1,1/3,11/13,3/3,5/6,1/5 = 0,25; 1; 0,33; 0,85; 1; 0,83; 0,2.
Sortierung: (1,1),(3,3),(11,13),(5,6),(1,3),(1,4),(1,5). Einpacken: (1,1) [Last 1], (3,3)
[4], (11,13) passt nicht (17 > 16), (5,6) [10], (1,3) [13], (1,4) passt nicht, (1,5) passt nicht.
GA=1+3+5+1=10.

MGA: bestes Einzel-Item (11, 13) mit Profit 11 > 10 = MGA = 11.

Vergleich: Optimal ist {(11,13),(3,3)}: Gewicht 16, Profit OPT = 14. GA verfehlt wegen
des Dichte-Fokus das schwere profitable Item; MGA repariert das teilweise (Giite 2 garantiert).
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Beispiel: Christofides durchgerechnet (Klausur SS23-N, A1)

Graph: Knoten a, b, ¢, d; Distanzen d(a,b) =1, d(b,c) = 2, d(a,d) = 2, d(a,c) = 3, d(¢,d) = 3
(fehlende Paare iiber kiirzeste Wege, z. B. d(b,d) = 3).

(1) MST (Kruskal): {a,b} (1), {b,c} (2), {a,d} (2); Gewicht 5.

(2) Ungerade Grade im MST: a: Grad 2, b: Grad 2, ¢: Grad 1, d: Grad 1 = X = {¢,d}.
(3) Min. perfektes Matching auf X: einzige Moglichkeit K = {{c,d}}, Kosten 3.

(4) Multigraph T+ K: alle Grade gerade. Eulerkreis ab a: [a, b, ¢, d, a], Kosten 14+2+3+2 =
8.

(5) Abkiirzen: kein Knoten doppelt — dieser Schritt dndert hier nichts (in der Klausur
trotzdem erwdhnen!). Tour R = [a, b, ¢, d, a], Lange 8.

Hier gilt sogar R = OPT. Giite-Garantie: 1,5; benotigt Symmetrie und Dreiecksungleichung.

4.2 Giite-Beweise: die drei Beweismuster

Rezept: Muster A: OPT von unten durch Struktur abschitzen (Matching)

Fir Minimierungsprobleme: Finde eine Struktur in der Algorithmus-Losung, die jede
Optimallésung zwingt, grof zu sein.

Musterbeweis 2ApproxVC (Prasenz 12.1): Der Algorithmus nimmt fiir jede noch
uniiberdeckte Kante beide Endpunkte. Sei A die Menge dieser Kanten; dann |C| = 2|A|. Die
Kanten in A sind paarweise knotendisjunkt (ein Matching) — sonst wére eine schon tiberdeckt
gewesen. Jedes VC C* braucht pro Kante aus A einen eigenen Knoten, also |C*| > |A].
Zusammen: |C| = 2|A| < 2|C*|.

Rezept: Muster B: Widerspruch + Zihlen (MAX-3-SAT, HA 12.1 = Klausur
SoSe23)

Algorithmus A: werte Gy (alles false) und ; (alles true) aus, gib die bessere zuriick. Zu
zeigen: v(A(p)) > 20(OPT(p)).

Beweis (Widerspruch): Angenommen v(A(p)) < $v(OPT(y)) fiir ein ¢ mit m Klauseln.
Wegen v(OPT(p)) < m folgt v(Bo) < % und v(B1) < %. Aber jede Klausel enthélt
mindestens ein positives oder ein negatives Literal und wird daher von By oder 3 erfiillt; also
v(Bo) + v(B1) = m, d.h. eine der beiden erfiillt > % Klauseln — Widerspruch.

Scharfe Instanz (Teil b): ¢ = (x1 V x2 V x3) A (mzo V —x2 V —3). Mit f = {zg —
false, x1,x9,x3 — true} sind beide Klauseln erfiillt: OPT = 2. Aber [y erfiillt nur Klausel 2,
81 nur Klausel 1: v(A(yp)) =1 = JOPT. Bauprinzip: komplementire Klauseln.
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Rezept: Muster C: Scheduling-Schranken (RoundRobin, Klausur SS24-N A4)
RoundRobin: Jobs absteigend sortiert, reihum verteilt (J; auf Maschine ((j — 1) mod m) + 1).
Zu zeigen (per Widerspruch): Giite 2
Angenommen RR(I) > 2-OPT(I). Sei M; die Maschine mit maximaler Last; sie tragt die Jobs
Jiy Jitms Jivom, . .. Fiir 1 > 1 gilt wegen der Sortierung p;4m < pj fiir alle j < (I-1)m+m =
Im, insbesondere

1 m

Pitim < — Z Dj-

m i=(l—1)m+1
Summieren iiber [ > 1: RR(I) — p; < %Zj p; < OPT(I). Mit p; < p1 < OPT(I) folgt
RR(I) <20PT(I) — Widerspruch zur Annahme.
Kern: dieselben zwei OPT-Schranken wie bei List Scheduling (Durchschnittslast, grofiter Job).

4.3 Worst-Case-Instanzen konstruieren

Der zweite Teil der Klausuraufgabe: ,,Geben Sie eine Konstruktionsvorschrift fiir eine Instanz an,
mit der der Algorithmus beliebig nah an die Giite kommt.“

Rezept: Bauprinzip

1. Zwinge den Algorithmus zu einer lokal guten, global schlechten Entscheidung (Greedy-
Falle) — oder nutze adversarielles Tie-Breaking (bei Gleichstdnden die schlechteste Wahl
unterstellen).

2. Parametrisiere die Instanz (n, m, T, ...) und berechne A(I) und OPT(I) explizit.

3. Zeige A(I)/OPT(I) — Schranke (Grenzwert angeben).

Beispiel: List Scheduling erreicht 2 — —

m(m — 1) Jobs der Grofe 1, danach ein Job der Grofle m (Liste in dieser Reihenfolge). List
Scheduling verteilt die Einsen gleichméBig (jede Maschine m — 1), der grofie Job kommt
obendrauf: LS = (m — 1) +m = 2m — 1. Optimal: groBer Job allein auf eine Maschine, die
m(m — 1) Einsen auf die tbrigen m — 1 Maschinen (m pro Maschine): OPT = m. Rate:
(2m —1)/m =2 — L — exakt die Schranke.

Beispiel: RoundRobin erreicht 2 — L (Klausur SS24-N A4b, Bonus)

Ein Job der GréBe m und m(m — 1) Jobs der Gréfie 1 (absteigend sortiert: der grofe zuerst).
RoundRobin gibt Maschine 1 den groBen Job und (da reihum verteilt wird) m—1 weitere Einser-
Jobs: RR =m+ (m — 1) = 2m — 1; OPT = m wie eben. Fiir m =3 (7 Jobs: 3,1,1,1,1,1,1):
RR =5, OPT = 3, Rate 5/3 — genau die in der Klausur gestufte Teilpunkt-Konstruktion.

Beispiel: Christofides erreicht 3/2 asymptotisch (Pridsenz 12.2, Skizze)

Leiter-Graph mit n Knoten (n mod 4 = 2): Sprossen und Holme mit Distanz 1, Rest iiber
kiirzeste Wege. Adversariell gewéhlter Zickzack-MST (Kosten n — 1) ldsst nur die Knoten
1 und n mit ungeradem Grad; das Matching ist die einzelne Kante {1,n} mit Kosten n/ 2
(kiirzester Weg). Tour: n — 1 +n/2, OPT = n (auflen herum). Rate % =313
Merke: Bei MST-/Matching-Gleichsténden darf der Priifling die schlechte Wahl unterstellen =
das ist der Sinn von ,eine mogliche Ausfithrung*.
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Selbsttest: 5 — ApproximateSubsetSum (Klausur SS24-H, A4; 3+7P.)

Maximiere } ;cqa; < T (alle a; < T, 3"a; > T). Algorithmus GA: sortiere absteigend,
nimm Zahlen der Reihe nach, stoppe beim ersten Element, das nicht mehr passt. (a)
Konstruktionsvorschrift fiir Instanzen, mit denen GA beliebig nah an Giite 2 kommt. (b)

Zeigen Sie GA(I) > OPT(I)/2. Losung: Anhang A.5.

Selbsttest: 6 — Min-Edge-Cover (Klausur SS23-N, A3; 6+4P.)

Gesucht: kardinalitdtsminimale Kantenmenge C', sodass jeder Knoten inzident zu einer Kante
aus C ist (G zusammenhéngend). Algorithmus A: gehe die Knoten in beliebiger Reihenfolge
durch; ist der aktuelle Knoten v noch nicht abgedeckt, fliige eine beliebige zu v inzidente Kante
zu C hinzu. (a) Zeigen Sie A(G) < 2-OPT(G). (b) Kreisgraph G,, (n > 4 gerade): Wie grof3
ist ein Min-Edge-Cover? Geben Sie Reihenfolge und Kantenwahl an, die zur schlechtesten
Rate fithren. Losung: Anhang A.6.

5 ETH-Lower-Bounds: das Schema

Immer die letzte Klausuraufgabe: Eine Reduktion ist vorgegeben; du sollst untere Schranken bzgl.
zweier Parameter herleiten. Das ist ein Schema-Spiel — wer das Muster kennt, sammelt hier die
sichersten 10 Punkte der Klausur.

Rezept: ETH-Aufgabe in drei Schritten

Schritt 1 — Parameter abschétzen: Driicke jeden gefragten Parameter der konstruierten
Instanz durch n (Variablen) und m (Klauseln) der 3-SAT-Quellinstanz aus. Nutze n < 3m
(jede Variable kommt in einer Klausel vor, jede Klausel hat < 3 Literale).

Schritt 2 — Textbaustein (Kontraposition):

»~Angenommen, es gibe einen Algorithmus, der [Zielproblem] in 2°(®) . |7|19() 15st.
Da p = O(f(m)) nach Schritt 1, existiert durch Kombination der Reduktion mit
diesem Algorithmus ein Algorithmus, der 3-SAT in 2°(™ . |1|9() Ist. Nach dem
Sparsification-Lemma geht das nur, wenn die ETH nicht gilt. Also existiert ein
solcher Algorithmus nur, wenn die ETH falsch ist.*

Schritt 3 — Exponent justieren (Wurzel-Regel): Wéchst der Parameter polynomiell,
p = O(m®), dann ist die Schranke 2°(¥?): aus ¢ = o(y/p) und p = O(m°) folgt ¢ = o(m).
Beispiele: |E| = O(m?) = 2°WIED: |T| = O(m*) = 2% Vi,

Achtung — typische Falle

o n oder m? Héngt dein Parameter (auch) an m, brauchst du das Sparsification-Lemma
und schreibst 2°0™. Héngt er nur an n, reicht die ETH direkt (2°(")). Im Zweifel:
Lemma zitieren schadet nicht.

¢ Reduktionsketten: Bei X <Y < Z die Schranken schrittweise durchreichen und auf
den vorigen Teil verweisen (,,nach Aufgabenteil 1 gibt es diesen nur, wenn die ETH nicht
gilt®).

e Die Schlussformel ,,... nur, wenn die ETH falsch ist“ in jedem Teilpunkt wiederholen —
sie ist Teil der erwarteten Losung.
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5.1 Die Vorlesungs-Reduktionskette mit allen Schranken (Préisenz 13.1)

Reduktion Parameter der Zielinstanz ergibt Lower Bounds
3-SAT < k-CLIQUE  [V] = O(m), |E| = O(m?), k =m 90(VD) | 9o(V/IED) | go(k)
k-CLIQUE < k-IS V| =|V|, |E'| < |V 20V 9o(V/1ED

SAT < 3-DM U] = V| = [W| = O(mn) C O(m?), |T| = O(m*n?) C O(m")  2°V/IVD, (Y17
3-DM < 3-EC Spezialfall: |U| = O(|V]), |F| = |T)| 20(\/ﬁ)’ 20(VIFD
3-EC < SUBSET SUM  Nitems = | F| 90( V)

(Uber die strenge Wegener-Reduktion 3-SAT < SUBSET SUM mit |A] = O(m) Items gilt
sogar: kein 2°(") . poly fiir SubSet Sum und Partition; Skript Satz 6.40.)

5.2 Musterlosung 1: Lower Bounds fiir Vertex Cover (HA 13.1)
Reduktion: CLIQUE < VC aus Présenz 10 (Komplementgraph, &' = n — k).
Teil 1 — Parameter: |V'| = |V|; |E| = (”2/') —|E| < V% K =|V]-k<Z]|V]
Teil 2 — Schranken (jeweils mit dem Textbaustein):
o Kein 200V’ . |71 Sonst giibe es (Reduktion 4+ Algorithmus, |V’/| = |V|) einen 200V
Algorithmus fiir CLIQUE — nach Présenz 13 nur méglich, wenn die ETH falsch ist.
o Kein 2°WIFD 1100 Wegen |E'| < |V|? ist /[E'] < |V], also ergébe sich ein 200V
Algorithmus fiir CLIQUE — ETH falsch.
o Kein 2°) . |7190): Wegen k' < |V| analog.
Punkteschema: Teil 1: 1P.; Teil 2: 1,5 + 1,5 + 1 P.

5.3 Musterlosung 2: Lower Bounds fiir Hitting Set (HA 13.2)

Gegebene Reduktion 3-SAT < HitTING SET: U = {x1,Z1,...,%n, T }; pro Variable F; = {x;, Z; };
pro Klausel F,; = Cj; k = n.

Teil 1 — Parameter: |U| =2n; r=n+m; k=n.

Teil 2 — Schranken:

o Kein 2°UVD: |U| = 2n, also ergibe sich ein 2°("-Algorithmus fiir 3-SAT — direkt ein
Widerspruch zur ETH (nur n beteiligt, Lemma nicht notig).

e Kein 2°0): 1 = n+m < 3m+m = 4m = O(m), also ergibe sich ein 2°(™)-Algorithmus fiir
3-SAT — hier braucht es das Sparsification-Lemma.

e Kein 2°%): k = n, analog zum ersten Punkt.

Selbsttest: 7 — Lower Bounds fiir k-Color (Klausur SS24-H, A5a; 5P.)

Gegeben ist die Vorlesungsreduktion 3-SAT < k-CoLOR (Knoten z;, z;, v; fur jede Variable,
C; fir jede Klausel, Zentrum z; Kanten wie im Skript). Welche Lower Bounds ergeben sich
unter der ETH bzgl. (i) |V| und (ii) |E|? Losung: Anhang A.7.

Selbsttest: 8 — Lower Bounds fiir Set Cover (Klausur SS23-N, A6a; 5P.)

Bekannt: HITTING SET ist unter der ETH weder in 2°")(1Y©() noch in 2°0V'D(1)9() 1sbar.
Gegeben ist die Dualitdts-Reduktion SET COVER < HITTING SET: U’ := {1,...,r} (Mengen-
Indizes werden Elemente), fiir jedes w € U die Menge F,, :={v e {l,...,r} |we F, }, ¥ =k.
Welche Schranken folgen fir SET COVER bzgl. (i) |U| und (ii) r? Losung: Anhang A.8.
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6 Kurz: NP-Schwere via Unentscheidbarkeit (Halteproblem)

Serienstoff (HA 11.2), in den vier Altklausuren nie gepriift — der Beweis ist kurz, nimm ihn mit.

Beweis (HALTt\ ist NP-schwer). Wir zeigen SAT < HALTyy. Aus einer KNF-Formel ¢
konstruiere eine DTM M,: (1) ignoriere die Eingabe, (2) enumeriere systematisch alle Belegungen
der Variablen von ¢, (3) priife jede, (4) halte, sobald eine erfiillende gefunden ist, (5) sonst laufe
fir immer. Setze f(¢) = (M, ¢).

Pointe: M, lauft nicht polynomiell — aber sie ldsst sich in Polynomialzeit konstruieren; nur
das zahlt fir f.

= Ist ¢ erfiillbar, findet M, eine erfiillende Belegung und halt. <=: Halt M, so nur, weil
eine erfiillende Belegung gefunden wurde; also ¢ € SAT. O

Merke

HALTTy ist NP-schwer, aber nicht NP-vollstiandig: Es liegt nicht in NP (nicht einmal
entscheidbar). Typische Transferfrage im Stil von Présenz 10.1 (ii).

7 Klausur-Fahrplan und Checklisten

Rezept: Zeitbudget (120 Minuten, ~55 Punkte)

Grob 2 Minuten pro Punkt: Anwendungsaufgabe ~20min, Vorlesungsbeweis ~20min,
Reduktionen 2 x 12min, Giite-Beweis ~20 min, ETH ~15min, Puffer ~20min. Beginne
mit deinen sichersten Typen — ETH und Vorlesungsbeweis sind am besten vorhersagbar.
Notenschliissel der Altklausuren: 4,0 ab ~17,5P., 1,0 ab ~35P. — du musst nicht alles schaffen.

Rezept: Was auf das handbeschriebene Blatt gehort

o Die vier Vorlesungsbeweise (Kapitel 2), mindestens als Stichpunkt-Gertst.
 Boilerplate: 6-Schritte-Reduktionsschema + Schlusssatz (Kapitel 3).

o ETH-Textbaustein + Wurzel-Regel + n < 3m (Kapitel 5).

o Gadget-Katalog und SubSet-Sum-Werkzeugkasten.

e Die zwei OPT-Schranken fiirs Scheduling; MAX-3-SAT-Formel; LS-Worst-Case-Instanz.
o Dualitédtsdreieck Clique/IS/VC; NP-Dreischritt.

Rezept: Letzte Kontrolle bei jeder Beweisaufgabe

o Reduktionsrichtung richtig? (Xpekannt < Yneu)

o Beide Korrektheitsrichtungen da?

o Polynomialitidt (Reduktion bzw. Verifizierer) explizit erwiahnt?
o Parameter (k, T, ...) in der Konstruktion angepasst?

e Schlusssatz geschrieben?

A Losungen zu den Selbsttests

A.1 Losung zu Selbsttest 1: Dominating Set

(a) Zertifikat: Eine Teilmenge D C V (ein Bit pro Knoten, Lange O(|V|)) — die behauptete
dominierende Menge.
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(b) Verifizierer: Priife (1) |D| < k: Bits zdhlen, O(|V]). (2) Dominanz: Fiir jeden Knoten
v € V teste, ob v € D oder ein Nachbar von v in D liegt — pro Knoten Durchlauf seiner Zeile in
der Adjazenzmatrix, O(|V]); gesamt O(|V'|?). Akzeptiere genau dann, wenn beides gilt. Laufzeit
insgesamt O(|V|?), polynomiell. Korrektheit: Existiert ein Dominating Set der Grofie < k, so wird
das zugehorige Zertifikat akzeptiert; akzeptiert der Verifizierer ein D, erfiillt D per Konstruktion
beide definierenden Eigenschaften.

(c) NTM: Rate fiir jeden Knoten nichtdeterministisch, ob er in D liegt (O(]V|) Rateschritte).
Priife danach deterministisch |D| < k und die Dominanzbedingung wie in (b). Laufzeit: O(|V])
Raten + O(|V|?) Priifen = O(|V|?), polynomiell. Korrektheit: Ja-Instanz = es existiert ein
Rechenweg, der ein giiltiges D rat und akzeptiert; Nein-Instanz = jeder Rechenweg verwirft in
der Priifphase.

A.2 Losung zu Selbsttest 2: CliqueAndIndependentSet

Reduktion von CLIQUE. Sei (G = (V, E), k) gegeben (0.B.d.A. k > 1). Konstruiere G', indem
zu G genau k neue isolierte Knoten uq, ..., u; hinzugefiigt werden; Ausgabe (G’ k). Laufzeit
O(k) C O(]V]), polynomiell.

=: Hat G eine Clique C mit |C| > k, so hat G’ dieselbe Clique; auerdem ist {uy,...,u;} ein
Independent Set der Groflie k (isolierte Knoten). Also Ja-Instanz.

<: Hat G’ eine Clique C’ der GroBe k, so gilt fir k¥ > 2: €’ enthélt keinen der isolierten
Knoten (die haben keine Kanten), also C’ C V und ("’ ist eine k-Clique in G. (Fir k = 1 ist jede
Instanz mit V' # () trivial eine Ja-Instanz beider Probleme.)

Da CLIQUE NP-schwer ist, ist CLIQUEANDINDEPENDENTSET NP-schwer. Trick: Das
Independent Set wird ,gratis“ mitgeliefert, ohne die Clique-Frage zu beeinflussen.

A.3 Losung zu Selbsttest 3: SubSet Sum mit Teilbarkeit

€ NP: Verifizierer wie bei SUBSET SuM (Teilmenge als Zertifikat, Summe priifen) — nur die
Instanzmenge ist eingeschrinkt.
Reduktion von SUBSET SuM: Gegeben (cy, ..., cn, K). Setze ¢, := 3¢; und K’ := 3K. Jede
ItemgroBe ist durch 3 teilbar, also ist die konstruierte Instanz giiltig; Laufzeit O(n).
Korrektheit: Fir jede Teilmenge S gilt > ;cq ¢ =3 ;c5¢i, also Y g = K' <= Y ,cq0i =
K — beide Richtungen in einem Schritt. Mit dem Schlusssatz folgt die NP-Vollstdndigkeit.

A.4 Losung zu Selbsttest 4: HamiltonianPath <+ HamiltonianCycle

(b) HP < HC: Gegeben G = (V, E). Fiige einen neuen universellen Knoten v hinzu: G’ =
(VU{u}, EU{{u,v} | v € V}). Laufzeit O(]V]). =: Ein Hamiltonpfad vy,...,v, in G wird
durch u zum Kreis vy,...,v,,u,v; geschlossen. <: Ein Hamiltonkreis in G’ besucht u genau
einmal; Entfernen von u (und seiner zwei Kreiskanten) liefert einen Hamiltonpfad in G.

(c) HC < HP: Gegeben G = (V,E), 0.B.d.A. |V| > 3. Wahle einen beliebigen Knoten v.
Konstruiere G’: fiige eine Kopie v* mit derselben Nachbarschaft wie v hinzu sowie zwei neue
Grad-1-Knoten s (nur mit v verbunden) und ¢ (nur mit v* verbunden). Laufzeit O(|V| + |E|). =

Ein Hamiltonkreis v, w1, we, ..., w,—1,v in G liefert den Hamiltonpfad s, v, w1, ..., wp—1,v*,t in
G’ (die letzte Kreiskante {wy,_1,v} existiert auch zu v*). <=: Ein Hamiltonpfad in G’ muss in den
Grad-1-Knoten s und t enden, hat also die Form s,v,...,v",t. Der Mittelteil v, ..., v" besucht

alle Knoten von G (plus v*); Ersetzen von v* durch v am Ende schliefit einen Hamiltonkreis in G
(Nachbarschaften identisch).

A.5 Losung zu Selbsttest 5: ApproximateSubsetSum

(a) Konstruktionsvorschrift: Fir gerades T’ nimm a; = T/2 + 1, as = az = T'/2. GA sortiert
absteigend, nimmt a;, und stoppt: as passt nicht mehr (7'/2+1+T/2 > T). GA(I) =T/2+1,
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aber OPT(I) =T (Items 2 und 3). Rate: ﬁ =2 fir T — oo.

(b) Giite 2: Sei S die von GA gewihlte Menge und ay das erste Element, das nicht mehr
passte (existiert wegen Y, a; > T'; falls GA alle Elemente bis zum Abbruch einpackt, betrachte
den Abbruchmoment). Dann gilt

GA(I)+a; > T > OPT(I).

Wegen der absteigenden Sortierung wurde ay erst nach allen gewéhlten Elementen betrachtet. Ist
S = (), ware schon a; = ay > T — ausgeschlossen, da a; < T. Also enthélt S ein Element a; > ay
(Sortierung), somit GA(I) > a,. Einsetzen:

2GA(I) > GA(I)+a; > T > OPT(I),

also GA(I) > OPT(I)/2. O

A.6 Losung zu Selbsttest 6: Min-Edge-Cover

(a) Giite 2: Jede von A gewahlte Kante wird fiir einen zu diesem Zeitpunkt unabgedeckten Knoten
v gewahlt; danach ist v abgedeckt. Verschiedene Auswahlschritte gehdren also zu verschiedenen
Knoten: A(G) = |C] < |V|... genauer: |C| < Anzahl der Auswahlschritte < [V|. Andererseits
deckt jede Kante hochstens 2 Knoten ab, also braucht jede Losung OPT(G) > |V|/2 Kanten.
Zusammen: A(G) < |V]|<2-0PT(G). O

(b) Kreisgraph G,: Ein minimales Edge Cover ist ein perfektes Matching des Kreises:
OPT(Gy) = n/2 (jede Kante deckt 2 Knoten, n Knoten). Schlechteste Ausfihrung: Besuche die
Knoten in der Reihenfolge 1,3,4,5,...,n und wéhle: firr 1 die Kante {1, 2}, fir 3 die Kante {2, 3},
fiir 4 die Kante {3,4}, ..., fiir n die Kante {n — 1,n} — jede neue Kante deckt nur einen neuen
Knoten ab (der andere Endpunkt war schon abgedeckt). Das ergibt |C| = n — 1 Kanten. Rate:

n—1 2

=2—— — 2
n/2 n

A.7 Losung zu Selbsttest 7: Lower Bounds fiir £-Color

Parameter abschitzen: Die Konstruktion erzeugt

Vi= 3n +am+ L =0m+m)cO(m) (dan<3m).

T, Ti, U Cj z

Kanten: {v;,vj}: O(n?); {vi,z;}, {vi,z;}: O?); {z,2:}: n; {xi, O3}, {74, Cs}: O(nm); {vy, 2},
{Cj, 2z} O(n+m). Gesamt |E| = O(n® + nm +m) C O(m?).

(i) Kein 2°0VD . |1/9M) fiir k-CoLoR: Sonst lieferte die Reduktion (mit [V| = O(m)) einen
200m)_Algorithmus fiir 3-SAT — nach dem Sparsification-Lemma nur méglich, wenn die ETH falsch
ist.

(ii) Kein 2°VIED .1 7190): Wegen |E| = O(m?) gilt \/[E] = O(m); ein solcher Algorithmus
ergéibe wieder 2°™) fiir 3-SAT — ETH falsch (Wurzel-Regel).

A.8 Losung zu Selbsttest 8: Lower Bounds fiir Set Cover

Parameter der konstruierten Hitting-Set-Instanz: |U’| = r (die Mengen-Indizes) und
r" = |U| (eine Menge F pro Element w € U); k' = k. Die Reduktion vertauscht also die
Rollen von Elementen und Mengen (Dualitét iiber den bipartiten Inzidenzgraphen) und ist in
polynomieller Zeit berechenbar. Entscheidend: Sie ist eine Reduktion von Set Cover auf Hitting
Set — ein schneller Set-Cover-Algorithmus hilft so nicht direkt. Die Schranken erhélt man tiber
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die umgekehrte Anwendung: Dieselbe Konstruktion, auf eine HITTING-SET-Instanz angewandt,
liefert eine SET-COVER-Instanz (die Dualisierung ist involutorisch: zweimal anwenden ergibt die
Ausgangsinstanz). Also gilt HITTING SET < SET COVER mit |U| =/ und r = |U’|.

(i) Kein 2°0UD . (1O fiir SET COVER: Sonst kénnte man eine HITTING-SET-Instanz
dualisieren (|U| = /) und erhielte einen 2°0"")-Algorithmus fiir HITTING SET — nach Voraussetzung
nur moglich, wenn die ETH falsch ist.

(ii) Kein 2°0) . (1O analog mit r = |U’| — ein solcher Algorithmus ergibe 2°UU'D fiir
HiTtTING SET, also ETH falsch.
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