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Priasenzaufgabe 11.1 (Fragen iiber Fragen)
Diskutieren Sie nachfolgende Aussagen. Sind diese wahr oder falsch?

(a) Fiir L € NP gilt, aus L < 3-SAT folgt, dass L NP-vollstdndig ist.

(b) Gilt fiir eine Sprache L, dass sowohl L < 3-SAT als auch 3-SAT < L, dann ist L NP-vollstindig.
(c) Sei L NP-vollstindig. Dann gilt L € P genau dann, wenn P = NP.

(d) Es ist moglich, dass 3-SAT € P und CLIQUE ¢ P.

Losung.

(a) Nein, ein Gegenbeispiel ist L = (). Offensichtlich gilt L € NP. Aus L < 3-SAT folgt nur,
dass sich L auf 3-SAT reduzieren lisst, nicht anders herum.

(b) Das ist die Definition von NP-vollstindig.

(c) Korrekt, da sich jedes Problem auf L reduzieren lidsst nach Def. NP-vollstindig (und offen-
sichtlich P C NP).

(d) Nein, weil 3-SAT NP-vollstiandig ist, ldasst sich CLIQUE (liegt bekannterweise in NP, ist
sogar NP-vollstindig) auf 3-SAT reduzieren.

Prisenzaufgabe 11.2 (NP-Vollstindigkeit)

In dem Problem CLIQUE-NOMEMBER ist ein Graph G = (V,E), ein Knoten v € V sowie eine
Zahl k € Z>( gegeben und es soll entschieden werden, ob es eine Clique mit k Knoten gibt, die
den Knoten v nicht enthilt.

Zeigen Sie, dass CLIQUE-NOMEMBER NP-vollstindig ist, indem Sie eine Reduktion von CLI-
QUE auf CLIQUE-NOMEMBER angeben. Sie konnen davon ausgehen, dass CLIQUE-NOMEMBER €
NP ist.

Losung. Clique-Nomember ist NP-schwer:
Sei (G = (V, E),k) eine Eingabe fiir das Clique Problem.
Idee: Fiige einen neuen isolierten Knoten v zu G hinzu.

Wir geben zuerst die Abbildung an: Sei v € V. Wir definieren die Eingabe fiir das Problem
CLIQUE-NOMEMBER als den Graphen G' := (VU {v},E), den Knoten v als Knoten, der nicht
benutzt werden darf, und k als gesuchte CliquengroBe. (G',v,k) ist eine giiltige Eingabe fiir
CLIQUE-NOMEMBER und in polynomieller Zeit berechenbar.

Wir zeigen nun: G hat eine k-Clique genau dann, wenn G’ eine k-Clique ohne v beinhaltet.



=

Sei (G, k) eine Ja-Instanz des CLIQUE Problems. Dann enthilt G eine k-Clique C. Dann ist C
auch eine k-Clique in G, da bei der Abbildung keine Kanten entfernt wurden. Da v € V, enthilt
C den Knoten v nicht. Damit ist C eine k-Clique in G ohne den Knoten v. (G',v,k) ist also eine
Ja-Instanz des CLIQUE-NOMEMBER Problems.

<~

Sei (G, v,k) eine Ja-Instanz des CLIQUE-NOMEMBER Problems. Dann enthilt G’ eine k-Clique
C mit v ¢ C. Da bei der Abbildung an dem Graphen nichts gedndert wurde, auler der Knoten v
hinzugefiigt, muss C auch eine k-Clique in G sein. Damit ist (G, k) eine Ja-Instanz des CLIQUE
Problems.

Also existiert eine polynomielle Reduktion von CLIQUE auf CLIQUE-NOMEMBER. Da CLI-
QUE NP-vollstindig ist und CLIQUE-NOMEMBER & NP nach Aufgabenstellung gilt, ist somit
CLIQUE-NOMEMBER NP-vollstindig.

Priasenzaufgabe 11.3 (NP-Vollstindigkeit)

Fiir das Problem SUBSET SUM CARDINALITY seien n ganze Zahlen cy,...,c, € Z~o (wWobei n
gerade sei) sowie eine Zahl K € Z~>( gegeben. Es soll entschieden werden, ob es eine Teilmenge
Sc{l,...,n} gibt mit |[S| =n/2 und ¥ ;c5c; = K.

Zeigen Sie, dass das Problem SUBSET SUM CARDINALITY NP-vollstindig ist. Sie konnen
davon ausgehen, dass SUBSET SUM CARDINALITY € NP ist.

Losung. Subset Sum Cardinality ist NP-schwer:

SUBSET SUM Problem: Gegeben: n ganze Zahlen cy,...,c, € Z~o und Zahl K € Z>(. Frage:
Gibt es eine Teilmenge S C {0,...,n} mit Y ;cgc; = K?

Reduktion: Sei I = (c,...,cn, K) eine Eingabe fiir das SUBSET SUM Problem. Definiere ¢} :=
ci+1firi <nundc}:=1fiiri € {n+1,...,2n}. Wir definieren die Eingabe fiir das Problem
SUBSET SUM CARDINALITY als I' = (c},...,c5,, K +n).

Wir zeigen nun: Es gibt eine Losung fiir / genau dann, wenn es eine Losung fiir I/ gibt.
=

Sei I eine Ja-Instanz des SUBSET SUM Problems. Dann gibt es eine Menge S C {1,...,n} mit
Yicsci=K.Esgiltalso Y;cgci =Yics(ci+1) =K+]S|. Seinun 8’ = {n+1,...,2n—|S|}. Es
gilt |[SUS'| =nund Yicsu5 ¢; = Yies ¢+ Lies ¢; = Lies(cit+ 1) + Lies 1 =K +[S|+ (n—|5]) =
K +n. SUS ist also eine Losung fiir I und I’ damit eine Ja-Instanz.

<~

Es sei I’ eine Ja-Instanz. Dann gibt es also eine Menge S' C {1,...,2n} mit };cy ¢} = K +nund
|S'|=n.SeiS:=8'N{l,...,n}.EsgiltY;cg i —Yesci =n—|S|,dadie Items in {n+1,...,2n}
das Gewicht 1 haben, und genau n — |S| Items iibrig sind. Damit gilt Y ;cg(ci + 1) = Y,es¢t =
K+n—(n—|S|) = K+|S|, woraus folgt, dass ¥ ;cgc; = K. Damit ist S eine Losung fiir / und
somit / eine Ja-Instanz.

Laufzeit: Die Reduktion kann naiv in einer Zeit von O(n) implementiert werden. Das ist eine
polynomielle Laufzeit.

Also existiert eine polynomielle Reduktion von SUBSET SUM auf SUBSET SUM CARDINALI-
TY. Da nach Skript SUBSET SUM NP-vollstindig ist und SUBSET SUM CARDINALITY € NP
nach Aufgabenstellung gilt, ist somit SUBSET SUM CARDINALITY NP-vollstindig.



