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Prisenzaufgabe 13.1

Im Folgenden sollen Sie herausfinden (und begriinden), welche Lower Bounds sich tiber ETH
und die Reduktionen aus der Vorlesung ergeben. Nutzen Sie hierfiir auch das Sparsification
Lemma.

Welche Schranken fiir die Laufzeit in Abhingigkeit von den natiirlichen Parametern (Anzahl
Knoten, Anzahl Kanten, Anzahl Items, Anzahl unterschiedlicher Items, Anzahl Tripel, Kardi-
nalitdt der Grundmenge, Anzahl unterschiedlicher Tripel, Anzahl unterschiedlicher auftretender
Zahlen, grofite auftretende Zabhl, . ..) ergeben sich jeweils aus folgenden (zum GroBteil aus der
Vorlesung bekannten) Reduktionen (Laufzeitfaktoren, die polynomiell in der Eingabekodierung
sind, diirfen vernachlédssigt werden)?

Schitzen Sie dazu zunéchst die verschiedenen Parameter der resultierenden Instanz mithilfe der
Parameter der eingegebenen Instanz geeignet ab.

1. 3-SAT < k-CLIQUE

2. k-CLIQUE < k-INDEPENDENTSET (Problemdefinition fiir die Antwort nicht relevant; in
der Reduktion wird der Graph G = (V, E) auf den Komplementgraph (V,E) abgebildet)

3. SAT < 3-DIMENSIONALMATCHING (Hinweis: 3-SAT C SAT)
4. 3-DIMENSIONALMATCHING < 3-EXACTCOVER

5. 3-EXACTCOVER < SUBSETSUM

Losung. Angenommen ETH gilt. Das Sparsification Lemma impliziert, dass man 3-SAT nicht
in 200m . |119() 15sen kann.

1. In der Reduktion werden |V | = O(m) Knoten und |E| = O(m?) Kanten erstellt und k = m.
AuBerdem gilt n < 3m € O(m).

« Lower bound bzgl. der Anzahl an Knoten: 2°(1) . |7]0(1)
Angenommen, es existiert ein Algorithmus, der k-Clique in 2°(V]) . 17]1°() 16st. Dann
gibt es auch einen Algorithmus, der 3-SAT in 2°(") . 1711°0) 16st (Reduktion auf k-
Clique + k-Cliquen Algorithmus). Nach dem Sparsification Lemma gibt es dies nur,
wenn die ETH nicht gilt.



« Lower bound bzgl. der Anzahl an Kanten: 2°(V/ED) . |7]0(1)

Angenommen, es existiert ein Algorithmus, der k-Clique in 20(VIE]) . |I |0 lost
Da |E| € O(m?), gibt es dann auch einen Algorithmus, der 3-SAT in 2°(") . |1|O(})
16st (Reduktion auf k-Clique + k-Cliquen Algorithmus). Nach dem Sparsification
Lemma gibt es dies nur, wenn die ETH nicht gilt.

« Lower bound bzgl. k: 2°(K) . |1]0(1)
Angenommen, es existiert ein Algorithmus, der k- Chque 1n 20(k) |1 |0 16st. Dann
gibt es auch einen Algorithmus, der 3-SAT in 2°0") . [1|9() 15st (Reduktion auf k-
Clique + k-Cliquen Algorithmus). Nach dem Sparsification Lemma gibt es dies nur,
wenn die ETH nicht gilt.

2. In der Reduktion werden genau |V | Knoten und maximal |E| = O(|V|?) Kanten erstellt.

« Lower bound bzgl. der Anzahl an Knoten: 2°("1) . |7]0(1)

Angenommen, es existiert ein Algorithmus, der k- Independent -Set in 20(VD) . |7|O(1)
16st. Dann gibt es auch einen Algorithmus, der k-Clique in 2° (vD. | |0 l6st (Re-
duktion auf k-Independent-Set + k-Independent-Set Algorithmus). Nach Aufgaben-

teil 1, gibt es diesen nur, wenn die ETH nicht gilt.

» Lower bound bzgl. der Anzahl an Kanten: 20(VIED) . 1710
Angenommen, es existiert ein Algorithmus, der k-Independen-Set in ZO(M) | o(1)
lost. Da |E| < |V|?, gibt es dann auch einen Algorithmus, der k-Clique in 2°(VD .
|1 |0(1) 16st (Reduktion auf k-Independent-Set + k-Independent-Set Algorithmus).
Nach Aufgabenteil 1, gibt es diesen nur, wenn die ETH nicht gilt.

3. In der Reduktion werden Mengen mit |U| = |V| = |W| = O(mn) Elementen erstellt und
|T| = O(m*n?) Tupel. Es gilt n < 3m € O(m) fiir 3-SAT.

* Lower bound bzgl. der Anzahl an Elementen: 206/ V1) . 11 ]0(])
Angenommen, es existiert ein Algorithmus, der 3-Dimensional-Matching in 20(V/IVD).
17190 16st. Da V| e O(mn) < O(m?), gibt es dann auch einen Algorithmus, der
3-SAT in 200" . |1]19() Isst (Reduktion von SAT auf 3-Dimensional-Matching an-
gewandt auf 3-SAT Instanzen + 3-Dimensional-Matching Algorithmus). Nach dem
Sparsification Lemma geht dies nur, wenn die ETH nicht gilt.

« Lower bound bzgl. der Kardinalitiit von T : 2 V. 1710
|T

Angenommen es existiert ein Algorithmus, der 3-Dimensional-Matching in 2017
1710 165st. Da IT| € 0( n?) < O(m*), gibt es dann auch einen Algorithmus, der
3-SAT in 2°0" . |1|°0) 16st (Reduktion von SAT auf 3-Dimensional-Matching an-
gewandt auf 3-SAT Instanzen + 3-Dimensional-Matching Algorithmus). Nach dem
Sparsification Lemma geht dies nur, wenn die ETH nicht gilt.

4. Das 3-dimensionale Matching ist ein Spezialfall vom 3-Exact Cover. Daher gelten die
Lower Bounds von 3-dimensionalem Matching auch fiir 3-Exact Cover. Da |U| =3m €
O(|V]), ergibt sich, dass es fiir 3-Exact Cover unter der ETH keinen Algorithmus mit

Laufzeit 20(vV) . |1 |0(1) geben kann, da sonst 3-dimensionales Matching in 200/ VD) .
17]1°() 16sbar wiire. Und da |F| = | T, ergibt sich, dass es fiir 3-Exact Cover unter der ETH

keinen Algorithmus mit Laufzeit 2° (/IFD. |1 |O(1) geben kann, da sonst 3-dimensionales
Matching in 2°¢ Vi 17190 15sbar wiire.

5. In der Reduktion wird n = |F| gesetzt. Lower bound bzgl. n: 20(V/n |I o)
Angenommen, es existiert ein Algorithmus, der SubsetSum in 20(V7 ) 11190 16st. Dann



gibt es auch einen Algorithmus, der 3-Exact Cover in 2 VIFD. 17190V 16st. Nach Aufga-
benteil 4, gibt es diesen nur, wenn die ETH nicht gilt. O]



