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Definition 1 (Dreiecksiiberdeckung eines Graphen (A COVER)).

Gegeben Ein ungerichteter Graph G = (V,E) und eine Zahl k € Z>.

Entscheide Besitzt G eine Dreiecksiiberdeckung Cx CV mit |Cp| <k,
d.h. gilt DN Cy # 0 fiir jede 3-Clique D C V in G?

O
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(a) Ein Vertex Cover der Grofie 5 (b) Eine Dreiecksiiberdeckung der Grofe 5

Abbildung 1: Zwei Beispielgraphen

Hausaufgabe 11.1 (5 Punkte)
Zeigen Sie: A COVER ist NP-vollstindig.

Losung. Wir zeigen zunichst, A COVER € NP mittels eines polynomiellen Verifizierers.

Der polynomielle Verifizierer erhilt als Zertifikat eine Menge von Knoten Cx C V. Zunichst
iiberpriift er, ob |Ca| < k. Falls dies nicht der Fall ist, verwerfe die Instanz. Ansonsten iiberpriife
fiir alle Teilgraphen D = (Vp,Ep) C (V,E) mit [Vp| =3 und Ep = {{vi,v2} € Vp X Vp | vi w2 }
von G, ob fiir mindestens ein v € Vp auch v € Cy gilt. Falls dies gilt, akzeptiere. Ansonsten ver-
werfe.

Korrektheit: Der Verifizierer tiberpriift die geforderten Eigenschaften. Falls ein Graph eine Drei-
ecksiiberdeckung besitzt, so existiert ein entsprechendes Zertifikat Cp und der Verifizierer ak-
zeptiert die Instanz. Falls ein Graph keine Dreiecksiiberdeckung besitzt, exisitert kein valides
entsprechendes Zertifikat Cp und der Verifizierer verwirft die Instanz.



Laufzeit: Es gibt maximal |V |? verschiedene Teilmengen, die ein Dreieck bilden konnten und
daher iiberpriift werden miissen. Die Uberpriifung geht in O(|V|) Zeit. Da alle anderen Schritte
des Verifizierers in O(1) Zeit erledigt werden konnen, ergibt sich somit insgesamt eine Laufzeit
von O(|V|*), was einer polynomiellen Laufzeit entspricht.

Also gilt A COVER € NP.
Nun reduzieren wir VERTEXCOVER auf A COVER. Betrachte folgende Reduktion:

Sei I = (G = (V,E),k) eine Instanz von VERTEXCOVER. Bilde den Graphen G’ = (V/ E’) mit
VI=VU{v, | e€E}und E' = EU{{v.,e1},{ve,e2} | e={e1,e2} € E}. Gebe I' = (G k)
als A COVER Instanz aus.

Korrektheit:

= (Falls (G,k) eine Ja-Instanz von VERTEXCOVER ist, dann ist (G, k) eine Ja-Instanz von A
COVER.):

Sei C ein Vertex Cover mit GroBe kleiner oder gleich k von G. Dann ist C ebenfalls eine Drei-
ecksiiberdeckung mit GroBe kleiner oder gleich k. Offensichtlich gilt |C| < k. Da C ein Vertex
Cover von G ist, gilt fiir jede Kante {u,v} € E, dass u € C oder v € C. Fiir alle Teilgraphen
D= (VD,ED) - (V,E) mit ‘VD’ =3und Ep = {{V],V2} eVpxVp | vy # V2} von G gilt damit
direkt, dass mindestens ein v € Vp auch in C enthalten ist. Der Graph G’ besitzt neben allen
solchen Teilgraphen in G zusitzlich solche Teilgraphen (Dreiecke), die durch die Knotenmenge
{ve | e € E} und die entsprechenden Kanten { e, {v.,e1},{ve,e2} | e ={e1,e2} € E } entste-
hen. Fiir diese Dreiecke gilt aber auch, dass mindestens ein Knoten, nimlich e; oder e;, in C
enthalten sein muss, da C ein Vertex Cover ist.

< (Falls (G',k) eine Ja-Instanz von A COVER ist, dann ist (G, k) eine Ja-Instanz von VERTEX-
COVER.):

Sei Cy eine Dreiecksiiberdeckung von G’ der GroBe |C| < k. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit konnen wir davon ausgehen, dass Cy C V gilt: Falls fiir einen Knoten v, € Cy gilt,
konnen wir e zu Cy hinzufiigen und v, aus Ca 16schen. Dadurch bleibt die Uberdeckungseigen-
schaft erhalten und die Menge wird hochstens kleiner. Nun gilt also Cy C V. Die Menge Cj ist
auch ein Vertex Cover mit Groe kleiner oder gleich k von G. Offensichtlich gilt |Ca| < k. Da fiir
alle Teilgraphen D' = (V),,E},) € (V/,E") mit |V} | =3und Ej, = { {vi,va} € Vi X V), | vi # w2}
von G’ gilt, dass mindestens ein Knoten v € V}, ebenfalls in Ca enthalten sein muss, gilt dies
auch fiir die Dreiecke {v,,ey,es}. Da auerdem Cp C V gilt, gilt e; € Cx oder e, € Cy fiir alle
Kanten e € E.

Laufzeit: Das Hinzufiigen von einem neuen Knoten und zwei neuen Kanten pro Kante geht in
O(|E|). Damit geht die gesamte Reduktion in O(|E|), also in polynomieller Zeit.

Also existiert eine polynomielle Reduktion von VERTEXCOVER auf A COVER. Da VERTEX-
COVER NP-vollstindig aus den Prisenzaufgaben bekannt ist und A COVER & NP gilt, ist somit
A COVER NP-vollstidndig. O

Bewertung (a)und (b) jeweils 1 Punkt, (c) gibt 8 Punkte: 1 Punkt Angabe Verifizierer/NDTM,
0,5 Punkte Korrektheit Verifizierer/NDTM, 0,5 Punkte Laufzeit Verifizierer/NDTM, 1 Punkt
Angabe Reduktion, 3 Punkte Korrektheit (je Richtung 1,5 Punkte), 1 Punkt Laufzeit Reduktion,
1 Punkt Beweisfiihrung



Definition 2 (Halteproblem auf DTMs). Eine DTM M hdlt auf dem Wort w, wenn die Be-
rechnung von M auf w eine Stopkonfiguration erreicht. Fiir eine geeignete Kodierung (e, e)
definieren wir:

HALTtym := { (M,w) | M ist DTM und M hilt auf dem Wort w }

Hausaufgabe 11.2 (5 Punkte)
Zeigen Sie: HALTTy ist NP-schwer.

Losung. Wir zeigen SAT < HALT\.

Sei ¢ ein Boolescher Ausdruck in KNF. Aus ¢ konstruieren wir eine DTM My, die fiir eine
Eingabe w wie folgt arbeitet:

1. Losche das Band, d.h. ignoriere die Eingabe w.
2. Enumeriere systematisch alle Belegungen der Variablen von ¢
3. Priife fiir jede dieser Belegungen, ob sie ¢ erfiillt.
4. Sofern darunter eine erfiillende Belegung gefunden wird, halte.
5. Ansonsten laufe fiir immer.
Die Transformation f definieren wir nun so, dass f(¢) = (My, €), wobei € das leere Wort ist.

Die Maschine M, lauft zwar nicht in polynomieller Zeit - aber sie lésst sich in polynomieller
Zeit konstruieren, weshalb f in polynomieller Zeit berechenbar ist.

Wir zeigen: ¢ € SAT gdw. (My,€) € HALTm

“=". Se1 ¢ € SAT. Dann ist @ erfiillbar, d.h. es existiert mindestens eine erfiillende Belegung
von @. Da M, alle Belegungen ausprobiert, findet sie eine erfiillende Belegung und hilt, d.h.
<M(p,8> € HALT M.

“«<=". Sei (M(p, €) € HALTqy, d.h. My hiilt auf €. Die Maschine My, hilt ausschlieBlich dann,
wenn sie eine erfiillende Belegung fiir ¢ gefunden hat. Also ist ¢ erfiillbar, d.h. ¢ € SAT. [
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