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1 NP-Zugehorigkeit

A1l Knapsack € NP Prasenz 9.1

Gegeben: n Gegenstinde mit Gewichten wy, ..., w, und Profiten p1,...,p,, Kapazitit K,
Zielprofit P. Entscheide: Gibt es S C [n] mit }_,cqw; < K und > ;cgp; > P?

Zeigen Sie KNAPSACK € NP auf zwei Wege: (1) nichtdeterministischer Polynomialzeit-
Algorithmus, (2) polynomieller Verifizierer. Wie hiangen beide zusammen?

Losung.

(1) NTM: Fir jeden Gegenstand wird nichtdeterministisch entschieden, ob er in den Rucksack
kommt. Danach wird gepriift, ob > ,cgw; < K und ) ;g p; > P gilt; genau dann wird akzeptiert.

Existiert eine giiltige Fiillung mit genug Profit, gibt es eine Folge von Entscheidungen, die sie
auswahlt — diese wird akzeptiert; sonst lehnt jeder Rechenweg ab. n Rateschritte plus Summation
und Vergleich in O(n) — also polynomiell.

(2) Verifizierer: Zertifikat ist S C [n] (ein Bit pro Gegenstand). Berechne ;g w; und
> ics Di, vergleiche mit K und P, akzeptiere entsprechend.

Existiert eine giiltige Fillung, beschreibt ein Zertifikat genau sie und wird akzeptiert; sonst
wird jedes abgelehnt. Summen und Vergleiche in O(n) — ein polynomieller Verifizierer.

Zusammenhang: Die Folge der Rateschritte der NTM ist das Zertifikat. Beide Wege
bestimmen mit der Extra-Ressource einen Kandidaten und priifen ihn dann deterministisch. [J



A2 VertexCover € NP (mit Beispielgraph) Hausaufgabe 9.1, 5 P.

Gegeben (Abbildung): gerichteter Graph mit V' = {1,...,8} und Kanten
1—6, 6—2, 2—3, 15, 6—5, 7T—b, 5—=8, 8—=4, 4—5, 3—4, 3—7, 4—-T7.

1. Finden Sie ein minimales Vertex Cover (Orientierung irrelevant).

2. Zeigen Sie VERTEXCOVER € NP durch einen nichtdeterministischen Polynomialzeit-
Algorithmus (Korrektheit 4+ Laufzeit).

Losung.

1. Ein minimales Vertex Cover ist C' = {3,5,6,7,8} (Grole 5).
2. Der Algorithmus arbeitet wie folgt:

e Fir jeden Knoten v € V' wird nichtdeterministisch entschieden, ob er in C' aufgenommen
wird.

o Priife |C| < k; lehne sonst ab.

o Priife fiir jede Kante {u,v} € E, ob u € C oder v € C. Akzeptiere genau dann, wenn alle
Kanten gedeckt sind.

Korrektheit: Existiert ein Vertex Cover der Grofle < k, gibt es eine Folge von Entscheidungen,
die genau diese Menge wahlt — sie wird akzeptiert. Existiert keines, lehnt jeder Rechenweg ab.

Laufzeit: Auswahl der Knoten und Priifung aller Kanten laufen in O(|V| + |E|), also
polynomiell. Damit VERTEXCOVER € NP. [l



A3 FeedbackVertexSet € NP (mit Beispielgraph) Hausaufgabe 9.2, 5 P.

Gleicher Graph wie in A2. FEEDBACKVERTEXSET: Gegeben ein gerichteter Graph G und k;
gibt es X C V', | X| <k, sodass G \ X kreisfrei ist?

1. Finden Sie ein minimales Feedback Vertex Set in der Abbildung.

2. Zeigen Sie FEEDBACKVERTEXSET € NP durch einen polynomiellen Verifizierer (Korrektheit
+ Laufzeit).

Losung.

1. Ein minimales FVS ist X = {5,7} (Grofle 2): Die Kreise 5—+8—4—5 und 3—4—7/3—7-
Strukturen laufen alle durch 5 bzw. 7. (Auch {4,5} ist moglich.)

2. Zertifikat ist eine Teilmenge X C V (ein Bit pro Knoten). Der Verifizierer:

o Priife | X| < k; lehne sonst ab.
+ Konstruiere G’ = G\ X.

e Priife mit dem Algorithmus zur topologischen Sortierung aus der Vorlesung, ob G’ kre-
isfrei ist: Er findet genau dann eine Sortierung, wenn kein Kreis existiert. Akzeptiere
entsprechend.

Korrektheit: Existiert ein FVS der Grofie < k, beschreibt ein Zertifikat genau dieses; G’ ist
dann kreisfrei und es wird akzeptiert. Sonst bleibt bei jedem Zertifikat ein Kreis und es wird
abgelehnt.

Laufzeit: Groflentest O(]V]), Konstruktion und topologische Sortierung O(|V|] + |E|) —
polynomiell. Damit FEEDBACKVERTEXSET € NP. O



A4 Longest Path € NP (Dreischritt) Klausur SS23-H, A2, 3+3+4 P.

Problem Longest Path: Gegeben ein ungerichteter Graph G' = (V, E) und eine Zahl k.
Gibt es einen Pfad in G mit Lénge > k7

Zeigen Sie auf verschiedene Weisen, dass das Problem in NP liegt:

a) Geben Sie ein Zertifikat an.
b) Beschreiben Sie einen Verifizierer; Laufzeit konkret.

c¢) Beschreiben Sie eine NTM (in Worten); Laufzeit konkret.

Losung.

a) Eine Folge von k + 1 paarweise verschiedenen Knoten (vy,...,v;) — der behauptete Pfad.

b) Der Verifizierer priift: (1) alle v; paarweise verschieden — O(k?) Vergleiche; (2) {v;, vit1} €
E fur alle i — k Adjazenzmatrix-Lookups & O(1). Akzeptiere genau dann, wenn beides gilt.

Hat G einen Pfad der Liange > k, bilden dessen erste k + 1 Knoten ein akzeptiertes Zertifikat;
wird umgekehrt ein Zertifikat akzeptiert, ist es ein einfacher Pfad der Lénge k. Gesamt:
O(k?) € O(IV]?).

c) Rate nacheinander k + 1 Knoten auf ein Arbeitsband (O(klog|V|) nichtdeterministis-

che Schritte), priife dann deterministisch Verschiedenheit und Kanten wie in b). Laufzeit:
O(klog|V]) + O(|V|?), insgesamt polynomiell. O



A5 Dominating Set € NP (Dreischritt) Klausur SS23-N, A2, 3+3+4 P.

Problem Dominating Set: Gegeben ein ungerichteter Graph G = (V, E) und k € Ny. Gibt
es D C V mit |D| <k, sodass jeder Knoten in D liegt oder zu einem Knoten in D benachbart
ist?

Zeigen Sie: (a) Zertifikat, (b) polynomieller Verifizierer mit konkreter Laufzeit, (c) poly-
nomielle NTM mit konkreter Laufzeit.

Losung.

a) Die Knotenmenge D C V', kodiert mit einem Bit pro Knoten.

b) Der Verifizierer priift: (1) [D| <k — O(|V]); (2) fur jeden Knoten v € V: v € D oder ein
Nachbar von v liegt in D — dazu wird die Zeile von v in der Adjazenzmatrix durchlaufen, O(|V])
pro Knoten. Akzeptiere genau dann, wenn beides gilt.

Existiert ein Dominating Set der Grofie < k, wird genau dieses akzeptiert; sonst bleibt bei
jedem Zertifikat ein Knoten undominiert und es wird abgelehnt. Gesamt: O(|V]?).

c¢) Rate fiir jeden Knoten nichtdeterministisch, ob er in D liegt (O(]V|) Rateschritte), priife
dann deterministisch Gréfie und Dominanz wie in b). Laufzeit: O(|V]) + O(|V|?) = O(|V]?),
polynomiell. 0



2 Reduktionen: NP-Schwere und NP-Vollstandigkeit

A6 VertexCover ist NP-vollstandig Prasenz 10.2

Zeigen Sie, dass VERTEXCOVER NP-vollstéandig ist. Hinweis: Reduzieren Sie CLIQUE auf
VERTEXCOVER.

Losung.

VERTEXCOVER € NP ist bekannt (Hausaufgabe 9.1).

Konstruktion: Sei (G = (V, E), k) eine CLIQUE-Instanz mit n = |V| (0.B.d.A. k < n).
Invertiere G zum Komplementgraphen G’ (genau die Nicht-Kanten von G). Gib (G',n — k) aus.

Beweis Clique nach VertexCover: Sei C eine Clique in G mit |[C| > k. Dann ist
V' :=V \ C ein Vertex Cover von G’ mit |V'| <n — k: In G’ gibt es keine Kante innerhalb von
C (in G waren alle da), also hat jede Kante von G’ einen Endpunkt in V’.

Beweis VertexCover nach Clique: Sei V' ein Vertex Cover von G’ mit |V/| < n — k.
Dann ist C':= V \ V' eine Clique in G mit |C| > k: Fir {u,v} C C gilt {u,v} ¢ E’ (sonst wire
V' kein VC), also {u,v} € E.

Laufzeit: Invertieren naiv in O(|V|?), polynomiell.

Da CrLIQUE NP-vollstdndig ist und VERTEXCOVER € NP, ist VERTEXCOVER NP-vollstéindig.
O



A7 FeedbackVertexSet ist NP-vollstandig Hausaufgabe 10.1, 5 P.

Zeigen Sie, dass FEEDBACKVERTEXSET NP-vollstdndig ist. Hinweis: Reduzieren Sie VER-
TEXCOVER auf FEEDBACKVERTEXSET.

Losung.
FEEDBACKVERTEXSET € NP ist bekannt (Hausaufgabe 9.2, topologische Sortierung).

Konstruktion: Sei (G = (V, E), k) eine VERTEXCOVER-Instanz. Erzeuge G’ = (V, E’) mit
E' :={(u,v),(v,u) | {u,v} € E} — jede ungerichtete Kante wird zu zwei antiparallelen Bogen.
Gib (G', k) aus.

Beweis VertexCover nach FVS: Sei C ein VC mit |[C| < k. Dann hat G\ C' keine Kanten,
also hat G' \ C keine Bogen und damit keine Kreise.

Beweis FVS nach VertexCover: Sei X ein FVS mit |X| < k. Angenommen, X wére kein
VC. Dann gébe es {u,v} € E mit u,v ¢ X; dann wére (u,v,u) ein Kreis in G’ \ X — Widerspruch.
Also ist X ein VC.

Laufzeit: O(|E|), polynomiell.

Da VERTEXCOVER NP-vollstindig ist und FEEDBACKVERTEXSET € NP, ist FEEDBACK-
VERTEXSET NP-vollstandig. ]



A8 k-CliqueUniversal ist NP-vollstéandig Hausaufgabe 10.2 (2026), 5 P.

Problem k-CliqueUniversal: Gegeben ein Graph G = (V, E) und k > 1, wobei ein u € V
existiert, das mit allen anderen Knoten verbunden ist. Entscheide: Existiert eine Clique C mit

C| > k?

Zeigen Sie, dass k-CLIQUEUNIVERSAL NP-vollstdndig ist.

Losung.

€ NP: Jeder Verifizierer fiir CLIQUE eignet sich, da nur die Instanzmenge eingeschrinkt ist:
Zertifikat C, priife alle Paare (O(|V]?)) und |C| > k.

Konstruktion: Sei (G = (V,E),k) eine CLIQUE-Instanz. Setze k = k + 1 und G =
(VU{u}, EU{{u,v} | v € V}) fiir einen neuen Knoten u. u ist universell, also ist (G, k) eine
glltige Instanz.

Beweis Clique nach CliqueUniversal: Sei C eine Clique in G' mit [C| > k. Da u mit
allen verbunden ist, ist C'U {u} eine Clique in G mit |C U {u}| > k+1 = k.

Beweis CliqueUniversal nach Clique: Sei C eine Clique in G mit |C] > k 4 1. Dann
ist C'\ {u} C V eine Clique in G (Teilmenge einer Clique, u ist der einzige neue Knoten) mit

[C\ {u}] > k.
Laufzeit: O(|V|) fiir Knoten und neue Kanten, polynomiell.

Da CLIQUE NP-vollstandig ist und k-CLIQUEUNIVERSAL € NP, ist k-CLIQUEUNIVERSAL
NP-vollstandig. ]



A9 Clique-Nomember ist NP-vollstandig Prasenz 11.2

Problem Clique-Nomember: Gegeben G = (V, E), ein Knoten v € V und k. Gibt es eine
k-Clique, die v nicht enthilt?

Zeigen Sie NP-Vollstandigkeit durch Reduktion von CLIQUE; CLIQUE-NOMEMBER € NP
diirfen Sie annehmen.

Losung.
Konstruktion: Sei (G = (V, E), k) eine CLIQUE-Instanz. Sei v ¢ V ein neuer, isolierter
Knoten. Gib (G' = (VU {v}, E), v, k) aus.

Beweis Clique nach Clique-Nomember: Sei C eine k-Clique in G. C' ist auch k-Clique
in G’ (keine Kanten entfernt), und v ¢ C wegen v ¢ V.

Beweis Clique-Nomember nach Clique: Sei C eine k-Clique in G’ ohne v. Da aufler
dem isolierten v nichts gedndert wurde, liegt C' komplett in G — eine k-Clique in G.

Laufzeit: O(1) zusétzlich, polynomiell.

Da CLIQUE NP-vollstiandig ist und CLIQUE-NOMEMBER € NP, ist CLIQUE-NOMEMBER
NP-vollstandig. O
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A10 A-Cover ist NP-vollstiandig Hausaufgabe 11.1, 8 P.

Problem A-Cover: Gegeben G = (V,E) und k. Gibt es Cao C V mit |Ca| < k, sodass
jedes Dreieck (3-Clique) von G mindestens einen Knoten in Ca hat?

Zeigen Sie, dass A-COVER NP-vollstédndig ist.

Losung.

€ NP: Zertifikat Co C V. Priife |Ca| < k und fiir alle Knotentripel (O(|V|3) Stiick), ob
sie ein Dreieck bilden und dann getroffen werden. Existiert eine Dreiecksiiberdeckung, wird sie
akzeptiert, sonst jedes Zertifikat abgelehnt. Laufzeit O(|V[*), polynomiell.

Konstruktion: Sei (G = (V, E), k) eine VERTEXCOVER-Instanz. Bilde G' = (V’, E’) mit
V=V U{we | e€ E} und E' = EU {{we,u},{we,v} | e = {u,v} € E} — jede Kante wird zu
einem Dreieck {we,u,v} aufgeblasen. Gib (G', k) aus.

Beweis VertexCover nach A-Cover: Sei C ein VC mit |C| < k. Jedes Dreieck in G’ ist
entweder ein Gadget-Dreieck {we, u,v} — dann gilt u € C oder v € C, da C die Kante e deckt —

oder ein aus G geerbtes Dreieck {a,b,c} (wegen E C E') — dann wird z. B. die Kante {a, b} von
C' gedeckt, also liegt ein Eckknoten in C. Jedes Dreieck ist getroffen.

Beweis A-Cover nach VertexCover: Sei Ca eine Dreiecksiiberdeckung von G’ mit
|Ca| < k. O.B.d.A. gilt Cao C V: Enthélt Ca ein we, ersetze es durch e; — das einzige Dreieck
durch we ist {we,e1,e2}, es bleibt getroffen, und die Menge wird nicht gréfer. Nun trifft Ca
jedes Gadget-Dreieck {we,u,v} in u oder v — also hat jede Kante e € E einen Endpunkt in Ch:
ein Vertex Cover.

Laufzeit: Pro Kante ein Knoten und zwei Kanten, O(|E|), polynomiell.

Da VERTEXCOVER NP-vollstandig ist und A-COVER € NP, ist A-COVER NP-vollstéandig. [

11



A1l SubsetSumCardinality ist NP-vollstandig Présenz 11.3

Problem SubsetSumCardinality: Gegeben cy,...,¢, € Nyg (n gerade) und K. Gibt es
S mit [S| =n/2und Y ;cqc; = K7 Zeigen Sie NP-Vollstandigkeit; € NP diirfen Sie annehmen.

Losung.

Konstruktion: Sei (ci,..., ¢y, K) eine SUBSETSUM-Instanz. Setze ¢, :=¢; +1 fir i <n
(Shift) und ¢ :=1fur i € {n+1,...,2n} (n Padding-Items). Gib (c},...,c,, K +n) aus (2n
Items, verlangt |S| = n).

Beweis SubsetSum nach Cardinality: Sei S mit > ;cg¢; = K. Dann > ,cq¢;, = K +|S].
Fille mit S’ ={n+1,...,2n —|S|} auf: |[SUS’| =n und

Z d=K+|S|+(n—|S])=K+n.
ieSus’

Beweis Cardinality nach SubsetSum: Sei S’ mit |S'| =n und }_,ce ¢ = K + n. Setze
S =5 nN{1,...,n}. Die n— |S| Padding-Items in S’ tragen je 1 bei, also > ;cq(c; +1) =
K+n—(n—|S))=K+|S|,d.h Y cqci = K.

Laufzeit: O(n), polynomiell.

Da SuBSETSUM NP-vollstindig ist und SUBSETSUMCARDINALITY € NP, ist SUBSETSUM-
CARDINALITY NP-vollstédndig. ]

12



A12 HALTy) ist NP-schwer Hausaufgabe 11.2 (2026), 5 P.

HALT 1y = {(M,w) | M ist DTM und hélt auf w}. Zeigen Sie: HALT 1y ist NP-schwer.

Losung.
Wir zeigen SAT <, HALTTy\; da SAT NP-schwer ist, folgt mit der Transitivitdt die NP-

Schwere.

Konstruktion: Zu einer KNF-Formel ¢ konstruiere die DTM M, die (unabhéngig von
ihrer Eingabe) alle Belegungen der Variablen von ¢ systematisch aufzéihlt, jede auswertet und
hdlt, sobald eine erfiillende gefunden ist — sonst lauft sie endlos weiter. Gib (M, ) aus.

Korrektheit: Ist ¢ erfiillbar, erreicht die Aufzahlung eine erfiillende Belegung und M., halt.
Ist ¢ unerfiillbar, hélt M, nie. Also ¢ € SAT <= (M,,c) € HALT1\.

Laufzeit: M, lduft womdoglich ewig — aber die Konstruktion von (M, €) aus ¢ ist polynomiell
(Formel plus feste Schleifen-Schablone), und nur darauf kommt es an.

Da SAT NP-schwer ist und SAT <, HALT 1y gilt, ist HALT Ty NP-schwer. [l
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A13 CliqueAndIndependentSet ist NP-schwer Klausur SS24-H, A3a, 5 P.

Problem CliqueAndIndependentSet: Gegeben G = (V,E) und k > 1. Gibt es in G
sowohl ein Independent Set der Gréfle k als auch eine Clique der Grofie k7?7 Zeigen Sie die
NP-Schwere durch Reduktion eines bekannten NP-schweren Problems.

Losung.
Konstruktion: Sei (G = (V,E), k) eine CLIQUE-Instanz (0.B.d.A. k > 2). Fiige k neue
isolierte Knoten uy, ..., u; hinzu: G' = (VU {uy,...,u;}, E). Gib (G, k) aus.

Beweis Clique nach CliqueAndIndependentSet: Sei C' eine k-Clique in G. Dann ist C
auch k-Clique in G’, und {uy,...,ux} ist ein Independent Set der Grofle k (isolierte Knoten).
Beides existiert.

Beweis CliqueAndIndependentSet nach Clique: G’ enthalte eine k-Clique C’. Wegen
k > 2 hat jeder Knoten in ¢’ mindestens einen Nachbarn in C’; die isolierten u; haben keine
Nachbarn, also ¢ C V' — eine k-Clique in G.

Laufzeit: O(k) C O(|V|), polynomiell.
Da CLIQUE NP-schwer ist, ist CLIQUEANDINDEPENDENTSET NP-schwer. O
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Al14 (a;=1)-SubsetSum ist NP-schwer Klausur SS24-H, A3b, 5 P.

Problem (a;=1)-SubsetSum: n Items mit Groflen a; € N, wobei a; = 1, und Zielwert 7T'.
Gibt es I C [n] mit > ;c;a; =T Zeigen Sie die NP-Schwere durch Reduktion eines bekannten
NP-schweren Problems.

Losung.
Konstruktion: Sei (cy,...,c,, K) eine SUBSETSUM-Instanz. Erzeuge die Items a3 = 1 und
aiy+1 = 2¢; fur i € [n], mit Zielwert T'= 2K. (a1 = 1 ist erfiillt, die Instanz ist giiltig.)

Beweis SubsetSum nach (a;=1)-SubsetSum: Sei S mit )} ;cg¢; = K. Dann hat
{i+1]ie S} die Summe 2K =T.

Beweis (a1=1)-SubsetSum nach SubsetSum: Sei I mit > ;c;a; =T = 2K. Alle Items
aufler a1 sind gerade, T ist gerade — enthielte I das Item a1 = 1, wére die Summe ungerade. Also
1¢1,und S:={i—1]iel} erfillt ) ,cq2¢; =2K,d.h. > ,cqc;i =K.

Laufzeit: O(n), polynomiell.
Da SUBSETSUM NP-schwer ist, ist (a;=1)-SUBSETSUM NP-schwer. O

15



A15 Hitchhiker’s-HamiltonianCycle ist NP-schwer Klausur SS24-N, A3a, 5 P.

Problem Hitchhiker’s-HamiltonianCycle: Gegeben G = (V, E) mit deg(v) > 42 fur
alle v € V. Gibt es einen Hamiltonkreis? Zeigen Sie die NP-Schwere durch Reduktion eines
bekannten NP-schweren Problems.

Losung.

Konstruktion (Reduktion von HAMILTONIANCYCLE): Ersetze jeden Knoten v durch eine
Clique K43 mit Knoten vy, ...,v43. Fir jede Originalkante {u,v} € E fiige die vier Kanten
{ur,v1}, {u1,vas}, {uas, v1}, {was, va3} hinzu (Portale sind v; und vy3).

Grade: innere Clique-Knoten haben Grad 42; die Portale vy, v43 haben Grad > 42. Die

Instanz ist also giiltig.

Beweis HK nach Hitchhiker’s-HK: Sei vV, ..., v v(1) ein Hamiltonkreis in G. Ersetze
jeden Besuch von v durch einen Hamiltonpfad durch dessen Clique von Portal zu Portal (v —
-++ — 143; in einer Clique existiert er immer). Die Uberginge nutzen die Portalkanten — ein
Hamiltonkreis in G’.

Beweis Hitchhiker’s-HK nach HK: Ein Hamiltonkreis in G’ besucht in jeder Knoten-
Clique alle 43 Knoten. Die inneren Knoten haben nur Clique-Nachbarn, Auflenkanten gibt es
nur an den zwei Portalen — der Kreis durchlduft jede Clique also als ein Segment von Portal zu
Portal. Zieht man jede Clique zu einem Knoten zusammen, entsteht ein Hamiltonkreis in G.

Laufzeit: O(43% - |V| + |E|), polynomiell.

Da HAMILTONIANCYCLE NP-schwer ist, ist HITCHHIKER’S-HAMILTONIANCYCLE NP-schwer.
0
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Al16 AtMostTwoPerSize-SubsetSum ist NP-schwer Klausur SS24-N, A3b, 5 P.

Problem AtMostTwoPerSize-SubsetSum: Zielwert 7' > 0, n Items mit Grolen a; € N<g;
jede Grofe tritt hochstens zweimal auf. Gibt es S mit ) ;g a; = T? Zeigen Sie die NP-Schwere
durch Reduktion eines bekannten NP-schweren Problems.

Losung.

Konstruktion (Reduktion von 3-EXACTCOVER): Nutze die Vorlesungs-Reduktion 3-EC <,
SUBSETSUM: Fiir eine 3-EC-Instanz mit Universum |U| = 3m und Mengen Si,..., S, setze
¢ = Yues; (n+ 1)1 und K = ?T:”al(n +1)7. O.B.d.A. sind die Mengen S; paarweise
verschieden (doppelte Mengen éndern die Existenz einer exakten Uberdeckung nicht — 16sche
Duplikate vorab).

Verschiedene Mengen ergeben verschiedene Bitvektoren und damit paarweise verschiedene
Groflen ¢; — jede Grofe tritt genau einmal auf, die Zusatzbedingung ist erfiillt.

Korrektheit (beide Richtungen): Wie in der Vorlesungs-Reduktion: Wegen Basis n + 1
entsteht kein Ubertrag, also gilt > jes¢j = K genau dann, wenn die gewahlten Mengen jedes
Element genau einmal iiberdecken — eine exakte Uberdeckung existiert genau dann, wenn die
SubsetSum-Instanz eine Losung hat.

Laufzeit: Duplikat-Entfernung und Kodierung in Polynomialzeit.

Da 3-ExXAcTCOVER NP-schwer ist, ist ATMOSTTWOPERSIZE-SUBSETSUM NP-schwer. [
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A17 SubsetSum mit Teilbarkeit ist NP-vollstindig Klausur SS23-H, A5a, 4 P.

Beweisen Sie die NP-Vollstdndigkeit von SUBSETSUM, bei dem jede Itemgrofle durch 3 oder
durch 7 teilbar ist.

Losung.

€ NP: Zertifikat S; summiere und vergleiche mit K — O(n), wie beim gewohnlichen
SUBSETSUM.

Konstruktion: Sei (c1,..., ¢y, K) eine SUBSETSUM-Instanz. Setze ¢} := 3¢; und K := 3K.
Alle GroBen sind durch 3 teilbar — die Instanz ist giiltig.

Beweis hin: Sei S mit > ;cg¢; = K. Dann ) ;cg¢; = 3K = K.

Beweis zuriick: Sei S mit > ;cg¢; = K'. Division durch 3 liefert >°,cq¢; = K.

Laufzeit: O(n), polynomiell.

Da SUBSETSUM NP-vollstédndig ist und die Variante in NP liegt, ist sie NP-vollstdndig. [
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A18 3-COLOR mit Minimalgrad 3 ist NP-vollstandig Klausur SS23-H, A5b, 4 P.

Beweisen Sie die NP-Vollstandigkeit von 3-COLOR, wobei jeder Knoten im Graphen
mindestens Grad 3 hat.

Losung.

€ NP: Zertifikat ist die Farbung f : V — {1,2,3}; priife fiir jede Kante f(u) # f(v) —
O(IE]).

Konstruktion (Reduktion von 3-COLOR): Benutze das Diamant-Gadget D: Knoten
p,q,r,s mit Kanten pq, pr, qr, qs,rs (K4 ohne ps). Hiange an jeden Knoten v mit deg(v) < 3 zwei

eigene Gadgets an, verbunden iiber {v, p} und {v, s} je Gadget. Dann steigt deg(v) um 4, und
alle Gadget-Knoten haben Grad 3 (p, s: zwei Gadget-Kanten + v; ¢, r: drei Gadget-Kanten).

Beweis hin: Sei f eine 3-Farbung von G. Erweitere sie auf jedes Gadget: Farbe p=s=-c¢
fiir ein ¢ # f(v); dann ¢,r mit den beiden iibrigen Farben (g, sind zu p und s adjazent, aber
p, s tragen dieselbe Farbe — zwei Farben bleiben frei). Alle Kanten sind giiltig.

Beweis zuriick: Sei f’ eine 3-Farbung von G’. Die Einschrankung auf V ist eine 3-Farbung
von G, denn £ C E'.

Laufzeit: O(|V|) Gadgets konstanter Groe, polynomiell.
Da 3-COLOR NP-vollstandig ist und die Variante in NP liegt, ist sie NP-vollstandig.  [J
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A19 SubsetSum ohne Zweierpotenzen ist NP-vollstindig Klausur SS23-N, Ab5a, 4 P.

Sei L die Menge der SUBSETSUM-Instanzen, bei denen keine Itemgréfle eine Zweierpotenz ist.
Zeigen Sie, dass L NP-vollstandig ist.

Losung.

€ NP: Zertifikat S; summiere und vergleiche mit K — O(n).

Konstruktion: Sei (ci,...,¢,, K) eine SUBSETSUM-Instanz. Setze ¢} := 3¢; und K’ := 3K.
Jede Grofle ¢ > 3 ist durch 3 teilbar und damit keine Zweierpotenz (Zweierpotenzen haben nur
den Primfaktor 2) — die Instanz liegt in der eingeschriankten Menge.

Beweis hin: },cqci =K = ) ;cq¢, =3K = K'.

Beweis zuriick: Y, ¢ ¢, = K' = Division durch 3: >,cq¢; = K.

Laufzeit: O(n), polynomiell.

Da SuBSETSUM NP-vollstédndig ist und L € NP, ist L. NP-vollstandig. O
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A20 HamiltonianPath <, HamiltonianCycle Klausur SS23-N, A5b, 5 P.

Geben Sie eine polynomielle Reduktion von HAMILTONIANPATH auf HAMILTONIANCYCLE
all.

Losung.

Konstruktion: Sei G = (V, F) gegeben. Fiige einen neuen universellen Knoten u hinzu:
G =V U{u}, EU{{u,v}|veV}).

Beweis HamPath nach HamCycle: Sei vy,...,v, ein Hamiltonpfad in G. Dann ist
V1, .., Up, U, v, ein Hamiltonkreis in G’ — die Kanten {v,,, u} und {u, v1 } existieren, da u universell
ist.

Beweis HamCycle nach HamPath: Sei C' ein Hamiltonkreis in G’. Er besucht u genau
einmal, zwischen zwei Nachbarn v;, v; € V. Entfernt man u aus dem Kreis, bleibt ein Pfad von
v; nach vj, der alle Knoten aus V' genau einmal besucht und nur Kanten aus F benutzt — ein
Hamiltonpfad in G.

Laufzeit: O(|V|) neue Kanten, polynomiell. O
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A21 HamiltonianCycle <, HamiltonianPath Klausur SS23-N, Asc, 6 P.

Geben Sie eine polynomielle Reduktion von HAMILTONIANCYCLE auf HAMILTONIANPATH
all.

Losung.

Konstruktion: Sei G = (V, E) gegeben, 0.B.d.A. |V| > 3. Wihle einen beliebigen Knoten v.
Fiige hinzu: einen Zwilling v* mit denselben Nachbarn wie v, einen Grad-1-Knoten s mit Kante
{s,v} und einen Grad-1-Knoten ¢ mit Kante {¢,v*}.

Beweis HamCycle nach HamPath: Sei v, wy,...,w,_1,v ein Hamiltonkreis in G. Dann
ist s,v,w1,...,wy—1,v*, ¢t ein Hamiltonpfad in G’ — die Kante {w,_1,v*} existiert, weil v*
dieselben Nachbarn wie v hat.

Beweis HamPath nach HamCycle: Sei P ein Hamiltonpfad in G’. Die Knoten s und ¢
haben Grad 1, also sind sie die beiden Endpunkte: P = s,v,x1,...,Zn_1,0* t, wobei x1,...,Tp_1
alle Knoten aus V'\ {v} sind. Ersetzt man v* durch v, wird aus dem Mittelstiick v, z1,...,2p—1,v
ein Hamiltonkreis in G — die letzte Kante existiert, da {z,_1,v*} € E' nur fir Nachbarn von v
moglich ist.

Laufzeit: O(|V|), polynomiell. O
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A22 TSP ist nicht approximierbar Klausur SS23-H, A5c, 7 P.

Zeigen Sie: Fiir kein v > 1 gibt es einen Approximationsalgorithmus mit Giite « fiir TSP,
aufler P = NP.

Losung.

Angenommen, es gabe einen polynomiellen Algorithmus A mit A(I) < a- OPT(I) fiir ein
festes a > 1. Wir lésen damit HAMILTONIANCYCLE in Polynomialzeit:

Konstruktion: Zu G = (V, E) mit n = |V| baue die TSP-Instanz mit Stddten V und
{1 {u,v} € E,

d(u,v) =
( ) an +1 sonst.

Fall 1: G hat einen Hamiltonkreis. Dann ist OPT = n (Tour nur iiber echte Kanten),
also A(I) < an.

Fall 2: G hat keinen Hamiltonkreis. Dann benutzt jede Tour mindestens eine Nicht-Kante,
also OPT > (an+ 1)+ (n — 1) > an, und damit auch A(I) > an.

Der Vergleich ,,A(I) < an?“ entscheidet also HAMILTONIANCYCLE in Polynomialzeit. Da
HAMILTONIANCYCLE NP-vollstindig ist, folgt P = NP. Also existiert ein solcher Algorithmus
nur, wenn P = NP. [l
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A23 k-CLIQUE-DEG-3 ist NP-vollstéindig Klausur SS25-H, A3, 248 P.

Problem k-CLIQUE-DEG-3: Gegeben G = (V, E) mit deg(v) > 3 fiir alle v € V, und
k € N5o. Existiert eine Clique C' mit |C| > k?

a) Zeigen Sie, dass k-CLIQUE fiir k € {1,2,3,4} polynomiell l6sbar ist.
b) Zeigen Sie, dass k-CLIQUE-DEG-3 NP-vollstindig ist.

Losung.

a) Fir festes k < 4: Teste alle (‘Z') = O(|V|F) Knotenmengen der Grofie k; pro Menge priife
die < 6 Kantenpaare in O(1) (Adjazenzmatrix). Laufzeit O(|V|*), polynomiell. (k = 1: jeder
Knoten ist eine 1-Clique.)

b) € NP: Zertifikat C; priife alle Paare (O(|V]?)) und |C| > k — die Instanzmenge ist nur
eingeschrankt.

Konstruktion (Reduktion von k-CLIQUE): Falls k& < 4, 16se die Instanz mit a) in Polynomialzeit
und gib eine feste triviale Ja- bzw. Nein-Instanz von k-CLIQUE-DEG-3 aus. Sonst (k > 5):
Hénge an jeden Knoten v drei private Knoten ay, by, ¢, und verbinde {v, ay, by, ¢, } vollstiandig
(K4). Dann gilt deg(v) > 3 fiir alle Knoten (Gadget-Knoten haben Grad genau 3), die Instanz
ist giiltig; k£ bleibt.

Beweis hin: Eine k-Clique in G bleibt eine k-Clique in G’ (keine Kanten entfernt).

Beweis zuriick: Sei C’ eine k-Clique in G’ mit k > 5. Jede Clique, die einen Gadget-Knoten
enthilt, liegt komplett in einem {v, a,, by, ¢, } und hat Grofle < 4 < k. Also ¢/ C V — eine
k-Clique in G.

Laufzeit: O(|V|) Gadgets konstanter GréBe (bzw. O(|V[*) im Fall k < 4), polynomiell.

Da k-CLIQUE NP-vollstdndig ist und k-CLIQUE-DEG-3 € NP, ist k-CLIQUE-DEG-3
NP-vollstandig. O
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A24 Ek-COLOR-PRECOLORING ist NP-vollstandig Klausur SS25-N, A3, 10 P.

Problem k-COLOR-PRECOLORING: Gegeben G = (V, E), k € N5 und paarweise
verschiedene Knoten vy, ...,v; € V. Existiert eine Farbung f : V' — [k] mit f(v;) = ¢ fiir alle 4
und f(u) # f(v) fur alle {u,v} € E?

Zeigen Sie, dass k-COLOR-PRECOLORING NP-vollstindig ist.

Losung.

€ NP: Zertifikat ist die Farbung f. Priife f(v;) = 4 fir alle ¢ (O(k)) und f(u) # f(v) fir
jede Kante (O(|E|)). Existiert eine gultige Farbung, wird sie akzeptiert, sonst jedes Zertifikat
abgelehnt — polynomieller Verifizierer.

Konstruktion (Reduktion von k-COLOR): Sei (G, k) eine k-COLOR-Instanz. Fiige k neue
Knoten vy, ..., v hinzu, die untereinander vollstdndig verbunden sind (K}), aber keine Kanten
nach G haben. Gib (G’ = GU Ky, k, v1,...,v;) aus.

Beweis k-Color nach Precoloring: Sei f eine k-Farbung von G. Erweitere sie durch
f(v;) =i — die v; sind nur untereinander verbunden und paarweise verschieden gefiarbt. f ist
giiltig und erfiillt die Vorgabe.

Beweis Precoloring nach k-Color: Sei f eine giiltige Farbung von G’ mit f(v;) = i. Die
Einschrankung von f auf V ist eine k-Farbung von G, denn alle G-Kanten liegen in E’.

Laufzeit: O(k?) fiir die neue Clique, polynomiell.

Da k-CoLoRr NP-vollstdndig ist und A-COLOR-PRECOLORING € NP, ist k-COLOR-
PRECOLORING NP-vollstandig. O
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3 Vorlesungsbeweise

A25 Transitivitat von Polynomialzeitreduktionen Prasenz 9.2

Zeigen Sie: Fiir alle Entscheidungsprobleme L1, Lo, L3 gilt L1 <, Lo AN Ly <, L3 = L1 <,
Ls.

Losung.

Sei Ry eine Reduktion von L; auf Ls mit Laufzeit O(n®) und Ry eine Reduktion von Ly auf
L3 mit Laufzeit O(n?).

Laufzeit: Sei z eine Li-Instanz der Grofle n. Rj(z) braucht O(n®) Zeit; die Ausgabe 2/
hat damit Grofie O(n®) (mehr kann in der Zeit nicht geschrieben werden). Ra(z’) braucht dann
O((n*)?) = O(n) Zeit. Die Verkettung ist also polynomiell.

Korrektheit: Mit 2/ = Ry(R1(z)) gilt
€L < 2/ €Ly und 2’ €Ly — 2’ € L3,

also v € L1 <= 1z € L3. Damit ist Ry o Ry eine polynomielle Reduktion von L auf Lz. [
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A26 SAT <, 3-SAT Klausur SS24-N, A2, 10 P.

Beweisen Sie: 3-SAT ist NP-vollstandig. Zeigen Sie dafiir SAT <, 3-SAT; 3-SAT € NP
diirfen Sie annehmen.

Losung.

Konstruktion: Ersetze jede Klausel (y; V - -V y¢) mit £ > 3 durch die Kette

(1 VyaVar) A(mz1 Vyz Vo) A A(—ze—g V ye—1 V Yr)

mit neuen Hilfsvariablen z1,...,z,_3 (pro Klausel eigene). Kurze Klauseln bleiben unverdndert.

Beweis hin: Sei die Originalklausel erfillt, etwa y; wahr. Setze 1 = - -+ = z;_9 = wahr und
Ti—1 = -+ = xy_3 = falsch. Dann ist jede Kettenklausel erfiillt: die ersten durch ihr z-Literal,
die Klausel mit y; durch y;, die restlichen durch ihr —z-Literal.

Beweis zuriick: Sei die Kette erfiillt und angenommen, alle y; wéren falsch. Die erste
Klausel erzwingt x1 = wahr, damit die zweite xo = wahr, induktiv x,_3 = wahr — dann ist die
letzte Klausel (map_3Vysr—1Vyye) falsch, Widerspruch. Also ist ein y; wahr und die Originalklausel
erfullt.

Laufzeit: Jede Klausel wird nur linear vergroflert (|a| < c|al), die Transformation ist
polynomiell.

Da SAT NP-vollstédndig ist, SAT <,, 3-SAT gilt und 3-SAT € NP, ist 3-SAT NP-vollstandig.
O
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A27 SAT <, k-Clique Klausur SS24-H, A2, 10 P.

Beweisen Sie: SAT < k-CLIQUE. Hinweis: NICHT 3-SAT, sondern allgemeines SAT!

Losung.
Konstruktion: Sei F'= Fy A --- A F,,, eine KNF mit Klauseln F; = (y;; V -+ V y;,). Baue
G=(V,E):
V=A{[,jl|1<i<m, 1<j<{} (ein Knoten pro Literalvorkommen)
E={{li,g, [, 51} i # 7, vij # ~wirjr } (verschiedene Klausel, kein Widerspruch)

Setze k = m.

Beweis SAT nach Clique: Sei ¢ eine erfiillende Belegung. Fiir jedes ¢ existiert ein r;
mit ¢ (yir,) = wahr. Setze C = {[i,r;] | i € [m]}. Ware {[i,r;],[j,r;]} ¢ E fiir i # j, miisste
Yir; = —Yjr; gelten — aber beide sind unter ¢ wahr, Widerspruch. Also ist C' eine m-Clique.

Beweis Clique nach SAT: Sei C eine m-Clique. Da Knoten derselben Klausel nie verbunden
sind, hat C die Form {[1,7],...,[m,rn]}. Setze ¥ (yir,) = wahr fir alle i — widerspruchsfrei, da
Yir; 7 —Yjr; (sonst keine Kante). Dann ist jede Klausel F; durch y;,, erfiillt.

Laufzeit: O(L?) fiir L Literalvorkommen, polynomiell. O
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A28 k-Clique ist NP-vollstandig Klausur SS23-H, A4, 10 P.

Beweisen Sie: Das Problem k-CLIQUE ist NP-vollsténdig.

Losung.

Teil 1: k-Clique € NP. Zertifikat ist eine Knotenmenge C' C V. Der Verifizierer priift (1)
fiir alle zweielementigen {u,v} C C, ob {u,v} € E — O(|V|?); (2) ob |C| > k — O(]V|). Existiert
eine k-Clique, wird sie akzeptiert, sonst jedes Zertifikat abgelehnt. Laufzeit polynomiell.

Teil 2: k-Clique ist NP-schwer durch SAT <, k-CLIQUE:

Konstruktion: Fir F' = Fy A--- A Fy, setze V = {[i,j] | j-tes Literal in Klausel i} und
E={liJL,1" 3" i #7, yij # gy}, k=m.

Beweis hin: Erfiillende Belegung 1 liefert pro Klausel ein wahres Literal y;,,; die Knoten [i, 7;]
sind paarweise verbunden (verschiedene Klauseln, kein Widerspruch unter ) — eine m-Clique.

Beweis zuriick: Eine m-Clique enthélt aus jeder Klausel genau einen Knoten; die zugehorigen
Literale sind widerspruchsfrei und kénnen alle wahr gesetzt werden — jede Klausel ist erfillt.

Laufzeit: polynomiell in der Formellénge.

Da SAT NP-vollstéandig ist, SAT <, k-CLIQUE gilt und k-CLIQUE € NP, ist k-CLIQUE
NP-vollstandig. O
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A29 ListScheduling hat Giite 2 — L Klausur SS23-N, A4, 10 P.

m

P || Cpax: n Jobs mit Zeiten py,...,pn, m Maschinen; minimiere Cyyax. ListScheduling legt
jeden Job der Reihe nach auf die Maschine mit minimaler Last. Zeigen Sie: Fiir alle I gilt
LS(I)/OPT(I) <2—1/m.

Losung.
0O.B.d.A. habe Maschine M; am Ende die hochste Last L = LS(I). Sei Jj der letzte Job, der
M zugeordnet wurde.

Kernbeobachtung: Bei der Zuordnung von Ji hatte M; die kleinste Last L — p;, — also
hatten alle m Maschinen mindestens Last L — pg. Daraus folgt

Zwei Schranken fiir das Optimum: OPT(I) >
und OPT(I) > pi (jeder Job muss irgendwo laufen).

> pi (Gesamtlast auf m Maschinen)

Kombination:

- m

1 m(L —pp) +pr 1
OPT(I) > E;pi > - L—(l—E>pk.

Mit pr < OPT(I): OPT(I) > LS(I) — (1 — ) OPT(I), also LS(I) < (2 — 1) OPT(J). O
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A30 NDTM-Definition C Verifizierer-Definition Klausur SS25-H, A2, 248 P.

Beweisen Sie: Jede Sprache L, die eine NDTM M in nichtdeterministischer Polynomialzeit T°
akzeptiert, besitzt einen polynomiellen Verifizierer.

a) Geben Sie zunichst fiir die Sprache der folgenden NDTM einen analog arbeitenden
Verifizierer an: M (G, k) rit eine Knotenmenge C' C V', verwirft, falls eine Kante ungedeckt
ist oder |C| > k, sonst akzeptiert sie.

b) Fiihren Sie den allgemeinen Beweis.

Losung.

a) Verifizierer V (G, k; ¢): Das Zertifikat ¢ kodiert eine Knotenmenge C' C V' (ein Bit pro
Knoten). Priife deterministisch: fiir alle {u,v} € E, ob u € C oder v € C; und ob |C| < k.
Akzeptiere genau dann. Das Raten der NDTM ist durch das gegebene Zertifikat ersetzt; die
Priifschritte sind identisch. Laufzeit O(|V| + |E|).

b) Sei L von der NDTM M in Zeit T akzeptiert. Definiere den Verifizierer V (z,c): In-
terpretiere ¢ als Folge von hochstens T'(|z|) nichtdeterministischen Entscheidungen. Simuliere
M auf z deterministisch; bei jedem Schritt mit mehreren méoglichen Ubergingen wihle den,
den ¢ vorgibt. Akzeptiere genau dann, wenn diese Rechnung innerhalb von T'(Jz|) Schritten
akzeptierend endet.

Korrektheit: Ist x € L, so hat M einen akzeptierenden Rechenweg der Lange < T'(|z|); die
Folge seiner Entscheidungen ist ein Zertifikat, das V akzeptiert. Ist x ¢ L, akzeptiert kein
Rechenweg von M — also fithrt kein Zertifikat zu einer akzeptierenden Simulation.

Laufzeit und Zertifikatldnge: Die Simulation umfasst < 7'(|z|) Schritte mit konstantem
Aufwand pro Schritt; das Zertifikat hat Linge O(T'(|x|)). Beides polynomiell — V' ist ein
polynomieller Verifizierer fiir L. O
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A31 Ly NP-vollstandig und Lo € P = P= NP Klausur SS25-N, A2, 10 P.

Beweisen Sie: Sei Lg eine NP-vollstdndige Sprache. Falls Ly € P, dann gilt P = NP.

Losung.

Es gilt stets P C NP (ein Polynomialzeit-Loser ist ein Verifizierer, der das Zertifikat ignoriert).
Zu zeigen bleibt NP C P.

Sei A ein Algorithmus, der Lo in Zeit O(n®) entscheidet, und sei L € NP beliebig. Da Ly
NP-vollsténdig ist, gilt L <, Lo; sei f die zugehorige Reduktion mit Laufzeit O(n®).

Algorithmus fiir L: Berechne zu einer Eingabe x (Grofie n) zuerst f(z) — Zeit O(n%),
Ausgabegrofie O(n®). Wende dann A auf f(x) an — Zeit O((n®)¢) = O(n%). Gesamt polynomiell.

Korrektheit: x € L <= f(z) € Lo (Reduktionseigenschaft), und A entscheidet f(z) € Lo
korrekt.

Also L € P fir jedes L € NP,d.h. NP C P. Zusammen mit P C NP folgt P=NP. O
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4 Wahr oder falsch?

A32 Fragen iiber Fragen I Présenz 10.1

Diskutieren Sie:

(i) Fir jede Sprache, die eine NDTM in polynomieller Zeit akzeptiert, existiert eine DTM, die
sie in polynomieller Zeit akzeptiert.

(ii) A ist NP-schwer = A € P.

Losung.

(i) Gilt genau dann, wenn P = N P: Dann liegen alle NDTM-polynomiell 16sbaren Probleme
(= NP) auch in P. Falls P # NP, gilt sie nicht — ein Problem aus NP \ P wire sonst per
DTM-Simulation in P.

(ii) Falsch. Es gibt NP-schwere Probleme, die nicht einmal in NP liegen, z. B. das Halteproblem
— diese liegen erst recht nicht in P. (NP-schwer ist eine untere Schranke, € NP eine obere; beides
zusammen ist NP-vollstdndig.) O
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A33 Fragen iiber Fragen II Prasenz 11.1

Wahr oder falsch?

a) Fir L € NP gilt: aus L <, 3-SAT folgt, dass L NP-vollstandig ist.
b) Gilt L <, 3-SAT und 3-SAT <, L, dann ist L NP-vollsténdig.

c¢) Sei L NP-vollstiandig. Dann gilt L € P <= P = NP.
)

d) Es ist moglich, dass 3-SAT € P und CLIQUE ¢ P.

Losung.
a) Falsch. Gegenbeispiel L = () € NP: L <, 3-SAT sagt nur, dass sich L auf 3-SAT
reduzieren lasst — nicht umgekehrt, also keine Schwere.

b) Wahr. 3-SAT <, L gibt die NP-Schwere (3-SAT ist NP-vollstédndig, Transitivitit);
L <, 3-SAT gibt L € NP. Das ist die Definition von NP-vollstandig.

c) Wahr. Jedes L' € NP reduziert auf L; liegt L in P, dann auch jedes L' — also P = NP.
Umgekehrt folgt aus P = NP sofort L € P, da L € NP.

d) Falsch. CLIQUE € NP reduziert auf das NP-vollstandige 3-SAT; aus 3-SAT € P folgt
also CLIQUE € P. O
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A34 Wenn die ETH fehlschligt, gilt P = NP? Klausur SS24-H, A6 (Bonus), 10 P.

Beweisen oder widerlegen Sie: Wenn die ETH fehlschlégt, gilt P = NP.

Losung.

Die Aussage ist falsch (nicht beweisbar; die Implikation gilt nicht).

,ETH fehlschlagt® bedeutet nur: 3-SAT ist in 2°(" . poly lésbar — also subexponentiell.
Subexponentiell ist nicht polynomiell: Eine Laufzeit wie 2V™ erfiillt 20 ist aber superpoly-
nomiell. Ein Fehlschlagen der ETH wére also damit vertraglich, dass 3-SAT (und damit alle
NP-Probleme) zwar in 2V™ aber nicht in Polynomialzeit 16sbar sind — P # N P bliebe moglich.

Die Umkehrung gilt dagegen: Aus P = NP folgt 3-SAT € P C 2°(") also wire die ETH
falsch. Die behauptete Richtung folgt daraus nicht. O
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5 ETH-Schranken

A35 Lower Bounds: VertexCover Hausaufgabe 12.1, 5 P.

Betrachten Sie die Reduktion CLIQUE <, VERTEXCOVER (Komplementgraph, k' =n — k).

1. Geben Sie [V'], |E'| und k' in Abhéngigkeit der Clique-Instanz an.

2. Zeigen Sie Lower Bounds fiir VERTEXCOVER bzgl. |[V’|, |[E’| und k" basierend auf der ETH.

Losung.
L V=V, |E=5VI(VI-D) - B <[VP K =[V]-k<|V].
2. Fiir CLIQUE gilt unter der ETH: kein 2°(VD . | 1|9(_Algorithmus.
« Bzgl. |V’|: Angenommen, VERTEXCOVER wire in 2°0V'D . [7|9() 1gsbar. Wegen |V'| = |V|

ergibe Reduktion 4+ Algorithmus einen 2°UVD-Algorithmus fiir CLIQUE — nur méglich,
wenn die ETH falsch ist.

« Bzgl. |E'|: Angenommen, VERTEXCOVER wire in 2°0VIE'D . |1|9() 15sbar. Wegen |E'| <
[V|2 ist /[E"] = O(|V]) — es ergibe sich ein 2°(VD-Algorithmus fiir CLIQUE. Widerspruch
zur ETH.

« Bzgl. k’: Angenommen, VERTEXCOVER wire in 2°F) . [7|9() Igsbar. Wegen k' < |V|
ergibe sich ein 2°0VD-Algorithmus fir CLIQUE. Widerspruch zur ETH. O
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A36 Lower Bounds: HittingSet Hausaufgabe 12.2 / Klausur SS23-H A6a, 5 bzw. 7 P.

Reduktion 3-SAT <, HITTINGSET: U = {21,Z1,...,%n, Tn}; F; = {2;,%;} pro Variable;
F,4; = C; pro Klausel; k = n.

1. Geben Sie |U|, r und k in Abhéngigkeit von n und m an.

2. Beweisen Sie Lower Bounds bzgl. |U|, r und k unter der ETH.

Losung.
1. [U|=2n, r=n+m, k=n.
2.
« Bzgl. |U|: Angenommen, HITTINGSET wire in 2°UUD . |1]9() 1gsbar. Wegen |U| = 2n

ergibe Reduktion + Algorithmus einen 2°(")-Algorithmus fiir 3-SAT — direkter Widerspruch
zur ETH.

« Bzgl. r: Angenommen, HITTINGSET wiére in 2°0) - |I|9() 1ésbar. Wegen r = n + m
und n < 3m ist r = O(m) — es ergibe sich ein 2°0™-Algorithmus fiir 3-SAT. Nach dem
Sparsification-Lemma geht das nur, wenn die ETH falsch ist.

« Bzgl. k: Angenommen, HITTINGSET wire in 2°() . |I|9(1) 1ésbar. Wegen k = n ergiibe
sich ein 2°(")-Algorithmus fiir 3-SAT — direkter Widerspruch zur ETH. |
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A37 Lower Bounds entlang der Reduktionskette Prasenz 12.1

Welche Lower Bounds ergeben sich unter der ETH (mit Sparsification-Lemma) aus den
Reduktionen (1) 3-SAT <, k-CLIQUE, (2) k-CLIQUE <, k-IS (Komplementgraph), (3) SAT <,
3-DM, (4) 3-DM <, 3-EC, (5) 3-EC <, SUBSETSUM? Schétzen Sie zuerst die Parameter der
jeweils erzeugten Instanz ab.

Losung.
Unter der ETH ist 3-SAT nicht in 200" . |1|1°() 1ésbar (Sparsification-Lemma).

(1) Erzeugt |V| = O(m), |E| = O(m?), k = m. Ein 220VD_, 20VIED_ oder 20(k)_Algorithmus
fiir CLIQUE ergibe jeweils 2°0™) fiir 3-SAT — Widerspruch. Bounds: kein 2°0VD| kein QO(M),
kein 20(F)

(2) Erzeugt |V'| = |V, |E'| < |V]?. Ein zu schneller IS-Algorithmus ergiibe via Komplement-
bildung denselben fiir CLIQUE. Bounds: kein 2°0VD kein 20V/IED.

(3) Erzeugt [U| = |V| = |[W| = O(mn) C O(m?) und |T| = O(m*n?) C O(m?) (angewandt
auf 3-SAT-Instanzen). Ein 20(\m>—Algorithmus ergibe 2°0™) fiir 3-SAT; ebenso ein 2°¢ V1T
Algorithmus. Bounds: kein QO(W), kein 20(V/1TD),

(4) 3-DM ist Spezialfall von 3-EC mit |[U| = O(|V]) und |F| = |T|. Die Bounds iibertragen
sich: kein 20(\/ﬁ), kein 20(VIFD).

(5) Erzeugt nigems = |F|. Ein 2°(¥™-Algorithmus fiir SUBSETSUM ergiibe 2°( VIFD fir 3-EC
— nach (4) verboten. Bound: kein 20(V™), O
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A38 Lower Bounds: k-Color Klausur SS24-H, Aba, 5 P.

Die Reduktion 3-SAT <, k-COLOR erzeugt V = {z;,Z;,v; | i € [n|]} U{Cj | j € [m]} U {2z}
mit den Kanten des Vorlesungs-Gadgets. Welche Lower Bounds ergeben sich unter der ETH
bzgl. (i) |V| und (ii) |E|?

Losung.

Parameter: |V| = 3n+m+1; wegen n < 3m gilt |V| = O(m). Fiir die Kanten: v;-Clique und
v;-Literal-Kanten O(n?), Variablen-Kanten O(n), Klausel-Kanten O(nm), z-Kanten O(n +m) —
insgesamt |E| = O(n? + nm +m) = O(m?).

(i) Angenommen, k-CoLOR wire in 2°UVD . |7|90) 15sbar. Wegen |V| = O(m) ergibe sich
ein 2°0™)_Algorithmus fiir 3-SAT — nach dem Sparsification-Lemma nur méglich, wenn die ETH
falsch ist. Bound: kein 200V,

(ii) Angenommen, k-COLOR wire in 2°0VIED . 1190 I5sbar. Wegen |E| = O(m?) ist
[E] = O(m) — es ergibe sich ein 2°(™)-Algorithmus fiir 3-SAT. Widerspruch (Sparsification-
Lemma). Bound: kein 2°0VIED, O
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A39 Lower Bounds: 2|prec,p; € {1,2}|Cpax Klausur SS24-H, A5b, 5 P.

Reduktion von k-CLIQUE: n = 4|V|+ 3|E| Jobs (Knoten-Jobs p = 1, Kanten-Jobs p = 2,
Dummy-Jobs p = 1), Prizedenzen (J;, Jy; 1), Makespan T = 2|V| + 2|E|. Nutzen Sie die

bekannten Clique-Bounds (zusammenhéngender Graph): kein 20(VD | kein 2°0VIED - Welche
Lower Bounds ergeben sich bzgl. (i) n und (ii) 77

Losung.

Parameter: Da der Clique-Graph zusammenhéngend ist, gilt |V| < |E| + 1, also n =
4|V | + 3|E| = O(|E|) und ebenso T' = 2|V | + 2|E| = O(|E|).

(i) Angenommen, das Scheduling-Problem wire in 2°0V™) . |9 15sbar. Wegen n = O(|E|)
ist v/n = O(\/JE[) - Reduktion 4+ Algorithmus ergéiben einen 2°(V|ED_Algorithmus fiir CLIQUE,
den es unter der ETH nicht gibt. Bound: kein 200V,

(ii) Analog mit 7' = O(|E|): Ein 20(vT)_Algorithmus ergibe 2°(VIED fiir CLIQUE. Bound:
kein 200VT), t
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A40 Lower Bounds: DominatingSet Klausur SS24-N, A5a, 5 P.

Reduktion 3-SAT <, DOMINATINGSET: pro Variable die Knoten x;, Z;, d; mit Dreieckskanten;
pro Klausel ein Knoten C; mit Kanten zu seinen Literalen. Welche Lower Bounds ergeben sich
unter der ETH bzgl. (i) |V| und (ii) |E|?

Losung.

Parameter: |V| = 3n + m; wegen n < 3m gilt |V| = O(m). Kanten: 3n Dreieckskanten
plus hochstens 3m Klausel-Literal-Kanten (je Klausel < 3 Literale), also |E| = 3n 4+ 3m = O(m)
— linear in m.

(i) Angenommen, DOMINATINGSET wire in 2°UVD . |719() 1sbar. Wegen |V| = O(m) ergibe
sich ein 20(m)—Algorithmus fir 3-SAT — nach dem Sparsification-Lemma Widerspruch zur ETH.
Bound: kein 201V,

(i) Angenommen, DOMINATINGSET wire in 2°UFD . | 7|9 15sbar. Wegen |E| = O(m) ergiibe
sich ebenfalls ein 2°0™)-Algorithmus fiir 3-SAT — Widerspruch (Sparsification-Lemma). Bound:
kein 2°(ED (hier ohne Wurzel, da die Kantenzahl nur linear wichst). ]
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A41 Lower Bounds: GridTiling Klausur SS24-N, A5b, 5 P.

Reduktion von CLIQUE (mit ¢-n < k < n erlaubt): S;; = {(a,a) | a € V}, S;i; = {(a,b) |
a # b, {a,b} € E} fir i # j; k iibernommen. Welche Lower Bounds ergeben sich bzgl. (i)

Losung.

Parameter (mit N := |V|, k = ©(N)): Diagonale Mengen haben N Tupel, Nebendiagonal-
Mengen 2|E| < N? Tupel. Also X <k-N +k?- N? = O(N*) und Y < max(N, N?) = O(N?).

(i) Angenommen, GRIDTILING wire in 90(VX) . 1119 16sbar. Wegen X = O(N?) ist
VX = O(N) — es ergibe sich ein 2°(V)-Algorithmus fiir CLIQUE, den es unter der ETH nicht
gibt. Bound: kein 2 1293

(ii) Angenommen, GRIDTILING wiére in 20(VY) . |71|°M) 1ésbar. Wegen Y = O(N?) ist
VY = O(N) — wieder ein 2°(N)-Algorithmus fiir CLIQUE. Widerspruch. Bound: kein 20(VY) [
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A42 Lower Bounds: SubsetSum (strenge Reduktion) Klausur SS23-H, A6b, 8 P.

Reduktion 3-SAT <, SUBSETSUM mit Dezimalziffern: pro Variable zwei Items a;,b; (s =
1071 4+3° 10" -1 iiber die Klauseln mit x; bzw. 7;), pro Klausel zwei Items c;, d; mit s = 10771
Ziel B=73,3" 10771 + 37,101, Welche Lower Bounds ergeben sich bzgl. (i) der Anzahl
unterschiedlicher Itemgrofien d und (ii) der Kodierungslange L = log A der groiten Itemgrofie?

Losung.

Parameter: Es gibt 2n + 2m Items; die Klausel-Items c;,d; teilen sich je eine Gréfle,
also d < 2n 4+ m. Wegen n < 3m gilt d = O(m). Die groBte Groe ist A < 10"+ also
L =1logA =0(n+m)=0(m).

(i) Angenommen, SUBSETSUM wire in 2°(4 . |I|9() 1gsbar. Wegen d = O(m) ergibe
Reduktion + Algorithmus einen 2°(™)-Algorithmus fiir 3-SAT — nach dem Sparsification-Lemma
Widerspruch zur ETH. Bound: kein 2°(4).

(ii) Angenommen, SUBSETSUM wire in 2°(0) . |T|90) 16sbar. Wegen L = O(m) ergibe sich
ebenso ein 2°0™)-Algorithmus fiir 3-SAT — Widerspruch (Sparsification-Lemma). Bound: kein
20(8), O
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A43 Lower Bounds: SetCover Klausur SS23-N, A6a, 5 P.

Gegeben: HITTINGSET ist unter der ETH nicht in 2°0") (1)) und nicht in 2°0V"D(1)0()
16sbar. Die Reduktion SETCOVER <, HITTINGSET vertauscht die Rollen: U’ = {1,...,r} und
pro w € U die Menge F), = {v | w € F,}, ¥ = k. Welche Lower Bounds ergeben sich fiir
SETCOVER bzgl. (i) |U| und (ii) r?

Losung.

Die Abbildung ist involutorisch (Elemente und Mengen tauschen die Pléatze; zweimal ange-
wandt entsteht die Ausgangsinstanz). Sie ist damit zugleich eine Reduktion HITTINGSET <,
SETCOVER, bei der aus einer HittingSet-Instanz mit Universum U’ und 7’ Mengen eine SetCover-
Instanz mit |U| =7’ und r = |U’| entsteht.

(i) Angenommen, SETCOVER wire in 2°UYD(1)O() gsbar. Uber die Reduktion entstiinde ein
Algorithmus fiir HITTINGSET in 20(r") (I )O(l) — laut Voraussetzung unter der ETH ausgeschlossen.
Bound: kein 2°0UD,

(ii) Angenommen, SETCOVER wire in 2°0")(I)O() 15sbar. Uber die Reduktion entstiinde ein
20U Algorithmus fiir HITTINGSET — ebenfalls ausgeschlossen. Bound: kein 2°("). O
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A44 Lower Bounds: ILP-Feasibility Klausur SS23-N, A6b, 5 P.

Reduktion 3-SAT <, ILP-FEASIBILITY: N = 2n ILP-Variablen (eine pro Literal); pro
Klausel C; die Ungleichung — > /¢, ®¢ < —1; pro Variable v die Ungleichungen x, + 25 < 1
und —z, — zy < —1. Welche Lower Bounds ergeben sich bzgl. (i) M (Zeilenzahl) und (ii) N
(Spaltenzahl)?

Losung,.
Parameter: M = m + 2n; wegen n < 3m gilt M = O(m). Und N = 2n.

(i) Angenommen, ILP-FEASIBILITY wire in 2°M)/(1)O(M) 15sbar. Wegen M = O(m) ergibe
Reduktion + Algorithmus einen 2°0™)-Algorithmus fiir 3-SAT — nach dem Sparsification-Lemma,
Widerspruch zur ETH. Bound: kein 20(M).

(ii) Angenommen, ILP-FEASIBILITY wire in 2°0Y)(1)O() 15sbar. Wegen N = 2n ergébe sich
ein 2°(™-Algorithmus fiir 3-SAT — direkter Widerspruch zur ETH. Bound: kein 2°(V). O
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A45 Lower Bounds: NAE-4-SAT und SetSplitting Klausur SS25-H, A4, 1+4+1+4 P.

NAE-4-SAT: Klauseln mit < 4 Literalen; gesucht ist eine Belegung, unter der jede Klausel
zwel verschieden belegte Literale enthélt. Reduktion von 3-SAT: neue Variable w; jede Klausel C;
wird zu C; U {w}. SetSplitting: Grundmenge S, Teilmengen F1, ..., F,; gesucht eine Partition
S = S1 U Sy, die jede F; schneidet. Reduktion von NAE-4-SAT: S = {x;,7;}; Teilmengen
{z;, Z;} pro Variable und C; pro Klausel.

a) Parameter der NAE-4-SAT-Instanz; b) Lower Bounds dafiir;

c) Parameter der SetSplitting-Instanz; d) Lower Bounds dafiir.

Losung.

a) Variablen n’ = n + 1, Klauseln m’ = m.

b) Angenommen, NAE-4-SAT wire in 2°0") . [I|9() 15sbar. Wegen n/ = n + 1 ergibe
Reduktion 4+ Algorithmus einen 2°(")-Algorithmus fiir 3-SAT — direkter Widerspruch zur ETH.
Angenommen, NAE-4-SAT wire in 2°07) . [I|0) 1ésbar. Wegen m/ = m ergibe sich ein
200m)_Algorithmus fiir 3-SAT — nach dem Sparsification-Lemma Widerspruch zur ETH. Bounds:
kein 20(”/), kein 2°0m).

c) Mit n’ Variablen und m’ Klauseln der NAE-Instanz: |S| =2n/, r =n' +m/.

d) Angenommen, SETSPLITTING wiére in 2°0SD . |7190) 1gsbar. Wegen |S| = 2n/ ergiibe sich
ein 2°")-Algorithmus fiir NAE-4-SAT — nach b) ausgeschlossen. Angenommen, SETSPLITTING
wire in 2°7) - |T|9() 1sbar. Jede NAE-Klausel hat < 4 Literale, also n’ < 4m/ 4+ 1 = O(m/) und
damit 7 = n/ 4+ m/ = O(m’) — es ergébe sich ein 2°(™)-Algorithmus fiir NAE-4-SAT, nach b)
ausgeschlossen. Bounds: kein 2005 kein 20(). O
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A46 Lower Bounds: CoverClique und ACover Klausur SS25-N, A4, 1+4+1+4 P.

CoverClique: Gibt es k disjunkte Cliquen, die alle Knoten iiberdecken? Reduktion von
k-CoLor: (G,k) — (G' = (V,E), k) (Komplementgraph). Hinweis: k-COLOR ist unter der
ETH nicht in 2°0VD . |1/9() 15sbar. ACover: Reduktion von VERTEXCOVER (aus der Ubung):
V=V U{ve |e€ E}, E' = EU{{ve, €1}, {ve,e2}}.

a) Parameter der CoverClique-Instanz; b) Lower Bounds dafiir;

c) Parameter der ACover-Instanz; d) Lower Bounds dafiir.

Losung.

a) [V/[= VI, |B]=3VI(IV]-1)— Bl < V%

b) Angenommen, COVERCLIQUE wire in 2°0V'D . |1|9() 1gsbar. Wegen |V’| = |V| ergéibe sich
ein 2°UVD-Algorithmus fiir k-COLOR — laut Hinweis unter der ETH ausgeschlossen. Angenommen,
COVERCLIQUE wire in 2°(VIED .| 1|90 1gsbar. Wegen |E| < |V|? ist \/|E| = O(|V|) — wieder
ein 2°0VD-Algorithmus fiir k-CoLOR. Bounds: kein 2°0V'D | kein 20(v 2D,

o) V[ =IVI+IEl, |E'|=|E|+2[E|=3|E|

d) Fiir VERTEXCOVER gilt unter der ETH (Hausaufgabe 12.1): kein 2°0VD- und kein

20(\/E)—Algorithmus. Angenommen, ACOVER wére in 20(V/IV']) . |1|°M) 16sbar. Wegen V| =
VI +|E| < V| + V> = O(V]?) ist /[V]] = O(|V]) — es ergibe sich ein 2°0VD-Algorithmus
fiir VERTEXCOVER. Widerspruch. Angenommen, ACOVER wére in 20(V/IE'D) . 11190 15sbar.
Wegen |E'| = 3|E| = O(|E|) ist /[E'| = O(\/|E]) — es ergibe sich ein 20(\/®)—Algorithmus fir

VERTEXCOVER. Widerspruch. Bounds: kein 2°(VIV'D kein 20(VIE'D. O
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6 Approximation: anwenden, Giite beweisen, Worst Case

A47 Knapsack: Greedy und ModifiedGreedy anwendenKlausur SS23-H, A1, 3+2+5 P.

Rucksack-Instanz mit Kapazitit B = 16, Items als (p;, w;):
I=1(1,4),(1,1), (1,3), (11,13), (3,3), (5,6), (1,5)]
a) Wenden Sie Greedy an (mit Begriindung der Auswahl). Losungswert?

b) Wenden Sie ModifiedGreedy an. Wie dndert sich die Losung?

c) Gite von ModifiedGreedy? Idee zur Verbesserung auf % bzw. %?

Losung.

a) Profitdichten p;/w;: 0,25; 1; 0,33; 0,85; 1; 0,83; 0,2.  Absteigend sortiert:
(1,1),(3,3),(11,13),(5,6),(1,3),(1,4), (1,5). Einpacken (Restkapazitdt beachten): (1,1) [Last
1], (3,3) [4], (11,13) passt nicht (17 > 16), (5,6) [10], (1,3) [13], (1,4) und (1,5) passen nicht.
GA=1+3+5+1=10.

b) Bestes Einzel-Item ist (11,13) mit Profit 11 > 10, also gibt ModifiedGreedy dieses aus:
MGA = 11. (Optimal wére {(11,13),(3,3)} mit Gewicht 16 und Profit 14.)

c) MGA hat Giite 2. Verbesserung durch k-Enumeration (Sahni): Probiere alle Vorauswahlen
mit < k Items, fiille mit Greedy auf, nimm das Beste — Giite 1 + 1/k, also % fiir £k = 2 und % fiir
k=3. O
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A48 LPT anwenden + ListScheduling-Worst-Case Klausur SS24-H, Al, 4+2+2+2 P.

Jobs p=(5,3,7,8,1,4,2), m = 3.

a) Wenden Sie LPT an (Zwischenschritte, Reihenfolge, Schedule grafisch).

b) Approximative Giite von LPT?

c¢) Instanz fir m = 2, bei der ListScheduling Giite 2 — 1/m erreicht (mit OPT und LS-Wert).
)

d) Dasselbe fiir m = 3.

Losung.

a) Absteigend sortiert: 8,7,5,4,3,2,1 (also Jy, J3, J1, Js, Jo, J7, J5). Platzierung auf die
jeweils leerste Maschine: 8 — M [8], 7 — My [7], 5 — M3 [5], 4 — M3 [9], 3 — My [10], 2 — M;
[10], 1 — Mj [10].

My | Ji (8) | 2 |
Mo ’ Js (7) | 3 ‘
Ms [ (5 | 4 1]

Makespan = 10 (hier sogar optimal, da ) p; = 30 = 3 - 10).
b) LPT hat Giite 3 — 5

3m’
c) m = 2: Jobs (1,1,2) in dieser Reihenfolge. LS verteilt die Einsen auf beide Maschinen,
die 2 kommt obendrauf: LS = 3. Optimal: {2} / {1,1} mit OPT = 2. Rate 3/2 =2 — 3.

d) m = 3: sechs Einser-Jobs, dann ein Job der Gréfie 3. LS verteilt die Einsen gleichméBig (je
2), die 3 kommt obendrauf: LS = 5. Optimal: 3 allein, die Einsen auf zwei Maschinen: OPT = 3.
Rate 5/3 =2 — 1. O
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A49 ATSP1 anwenden Klausur SS24-N, Al, 6+2+2 P.

Gegeben ein vollstandiger Graph auf {A, B, C, D, E} mit symmetrischen Distanzen d(A, E) =
1,d(B,C)=1,d(A,C) =2, d(C, D) = 2, iibrige Distanzen 2 bzw. 3 (metrisch). (Instanz ersetzt;
Original-Gewichte der Klausur nicht uberliefert.)

a) Wenden Sie ATSP1 ab Startknoten C' an; geben Sie alle Zwischenschritte an.
b) Was berechnet ATSP1, und welche Bedingungen muss der Graph erfiillen?

c) Begriinden Sie die approximative Giite 2.

Losung.

a) (1) MST: A-E (1), B-C (1), A-C (2), C-D (2); Gewicht 6. (2) Kanten verdoppeln:
Multigraph mit Gewicht 12, alle Grade gerade. (3) Eulerkreis ab C: [C, A, E, A,C, B,C, D, (],
Lénge 12. (4) Abkiirzen (besuchte Knoten iiberspringen): Tour [C, A, E, B, D, C], Lange 10.

b) ATSP1 berechnet eine Rundreise (TSP-Tour) mit Giite 2. Der Graph muss vollstandig
sein, die Distanzen symmetrisch und die Dreiecksungleichung d(i, j) < d(i, k) + d(k, j) erfiillen —
sonst kann das Abkiirzen die Tour verldngern.

c) Drei Schritte: (1) w(T') < OPT, denn eine optimale Tour ohne eine Kante ist ein
Spannbaum und 7" ist minimal. (2) Der Eulerkreis hat Lange 2w(T') < 20PT. (3) Abkiirzen
verlangert wegen der Dreiecksungleichung nicht. Also d(R) < 2 OPT. U
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A50 Christofides anwenden Klausur SS23-N, A1, 347 P.

Graph mit Knoten a, b, ¢, d und Distanzen d(a,b) = 1, d(b,c) = 2, d(a,d) = 2, d(a,c) = 3,
d(c,d) = 3, d(b,d) = 3.

a) Was berechnet Christofides’ Algorithmus, welche Giite hat er, und welche Eigenschaft
miissen die Distanzen neben der Symmetrie erfiillen?

b) Wenden Sie den Algorithmus mit Startknoten a an; geben Sie alle Zwischengraphen an —
auch Schritte, die nichts d&ndern.

Losung.

a) Christofides berechnet eine TSP-Rundreise mit Giite % Die Distanzen miissen zusétzlich
die Dreiecksungleichung erfiillen.

b) (1) MST (Kruskal): {a,b} (1), {b,c} (2), {a,d} (2); Gewicht 5. (2) Ungerade Grade
im MST: a:2, b:2, e:1, d:1 = X = {¢,d}. (3) Minimales perfektes Matching auf X: einzige
Méglichkeit K = {{c, d}}, Kosten 3. (4) Multigraph 7'+ K: alle Grade gerade. Eulerkreis ab a:
[a,b,c,d,a], Kosten 142+ 342 =28. (5) Abkiirzen: kein Knoten kommt doppelt vor — dieser
Schritt dndert nichts, wird aber gepriift. Tour R = [a, b, ¢, d, a], Lange 8 (hier sogar optimal). [J
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A51 2ApproxVC hat Giite 2 Présenz 13.1

Algorithmus 2ApproxCV: Gehe alle Kanten durch; sind beide Endpunkte noch nicht in C,
flige beide zu C hinzu. Beweisen Sie die Gilite 2.

Losung.

Sei A die Menge der Kanten, fiir die beide Endpunkte aufgenommen wurden. Dann gilt
C| = 2|A].

Die Kanten in A sind paarweise knotendisjunkt: Hétten zwei Kanten aus A einen gemeinsamen
Endpunkt, wére bei der spater betrachteten dieser Endpunkt schon in C' gewesen — sie wére nicht
aufgenommen worden. A ist also ein Matching.

Sei C* ein minimales Vertex Cover. C* enthélt von jeder Kante aus A mindestens einen
Endpunkt, und da die Kanten aus A knotendisjunkt sind, braucht es fiir jede einen eigenen
Knoten: |C*| > |A].

Zusammen: |C| = 2|A| < 2|C*|. O
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A52 MAX-3-SAT: Giite 2 + scharfe Instanz HA 13.1 / Klausur SS23-H A3, 6+4 P.

Algorithmus A: Werte [y (alle false) und 5y (alle true) aus, gib die bessere Belegung zuriick.

a) Zeigen Sie v(A(yp)) > 3v(OPT(y)) fiir alle .

b) Geben Sie eine Formel an, bei der A genau die Hélfte der maximal erfiillbaren Klauseln
erfilllt (Begriindung).

Losung.

a) Jede Klausel enthélt ein positives oder ein negatives Literal, wird also von (; oder 5y
erfiillt. Angenommen v(A(p)) < 3v(OPT(¢)) fiir ein ¢ mit m Klauseln. Wegen v(OPT) < m
folgt v(Bo) < %5 und v(B1) < §. Da aber jede Klausel von mindestens einer der beiden erfiillt
wird, gilt v(fo) + v(B1) > m — also erfiillt eine der beiden > % Klauseln. Widerspruch. Somit
hat A Giite 2.

b) ¢ = (1 Vaa Va3) A (mzo V ~xg V —xg). Mit g = falsch, x1 = 9 = x3 = wahr sind
beide Klauseln erfiillt: OPT = 2. Aber gy erfiillt nur die zweite Klausel, 5; nur die erste:
v(A(p)) =1 =1 -OPT. O
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A53 ApproximateSubsetSum: Worst Case + Giite 2 Klausur SS24-H, A4, 3+7 P.

APPROXIMATESUBSETSUM: Zahlen ay,...,a, <T mit 3 a; > T; maximiere 3 cga; <T.
Algorithmus GA: sortiere absteigend, nimm der Reihe nach, stoppe beim ersten nicht mehr
passenden Element.

a) Konstruktionsvorschrift fiir Instanzen, mit denen GA beliebig nah an Giite 2 kommt.

b) Zeigen Sie GA(I) > OPT(I)/2.

Losung.

a) Fiir gerades T: a1 = % +1, a0 =a3 = % GA nimmt aq; und stoppt, denn a1 +as > T
GA = % + 1. Optimal ist as + a3 = T. Rate ﬁ — 2 fur T — oo.

b) Sei ay das erste Element, das nicht mehr passte (existiert wegen > a; > T'). Dann gilt
GA(I)+ay>T > OPT(I).

Wegen der absteigenden Sortierung enthalt die GA-Auswahl ein Element a; > ay, also GA(I) > ay.
Einsetzen: 2GA(I) > GA(I) + a¢ > T > OPT(I), somit GA(I) > OPT(I)/2. O
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A54 RoundRobin: Giite 2 + Worst Case Klausur SS24-N, A4, 10+(10) P.

RoundRobin sortiert die Jobs absteigend und verteilt sie reihum (J; auf Maschine ((j —
1) mod m) + 1).

a) Zeigen Sie per Widerspruch, dass RoundRobin Giite 2 hat.

b) Bonus: Konstruktionsvorschrift fiir Instanzen mit Rate — 2 — % bei beliebigem festen m
(mit OPT- und RR-Wert).

Losung.

a) Angenommen RR(I) > 20PT(I). Sei M; die Maschine mit maximaler Last; sie trégt die
Jobs J;, Jitm, Jitvom, ... Wegen der absteigenden Sortierung gilt fiir [ > 1: p;yy,, < p; fiir alle
j < lm, insbesondere

Pit+im <

Summieren iiber I > 1 ergibt RR(I) — p; < >;pi < OPT(I). Mit p; < p1 < OPT() folgt
RR(I) <20PT(I) - Widerspruch zur Annahme.

b) Ein Job der Gréfle m und m(m — 1) Jobs der Grofle 1 (absteigend sortiert steht der grofie
zuerst). RoundRobin gibt Maschine 1 den grofien Job und danach reihum jede m-te Eins — m — 1
weitere: RR = m + (m — 1) = 2m — 1. Optimal: grofler Job allein, die m(m — 1) Einsen auf
die iibrigen m — 1 Maschinen (je m): OPT = m. Rate 221 =2 — L (Fiir m = 3: RR = 5,

OPT = 3, Rate 5.) O
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A55 Min-Edge-Cover: Giite 2 + Worst Case im Kreis Klausur SS23-N, A3, 6+4 P.

MIN-EDGE-COVER: Finde eine kleinste Kantenmenge C, sodass jeder Knoten zu einer Kante
aus C inzident ist (G zusammenhingend). Algorithmus A: Gehe die Knoten in beliebiger
Reihenfolge durch; ist der aktuelle Knoten v unbedeckt, fiige eine beliebige zu v inzidente Kante
hinzu.

a) Zeigen Sie A(G) < 20PT(G).

b) Kreisgraph G,, (n > 4 gerade): Groe eines Min-Edge-Covers? Schlechteste Approxima-
tionsrate von A? Geben Sie Reihenfolge und Kantenwahl an.

Losung.

a) Der Algorithmus fiigt hochstens eine Kante pro Knoten hinzu, also A(G) < |V|. Jede
Kante deckt hochstens zwei Knoten, also braucht jedes Edge Cover mindestens |V'|/2 Kanten:
OPT(G) > |V|/2. Zusammen: A(G) < |V| <20PT(G).

b) Im Kreis G, bilden n/2 paarweise disjunkte Kanten (jede zweite Kreiskante) ein Edge
Cover — weniger geht nicht, also OPT = n/2.

Schlechteste Ausfithrung: Reihenfolge 1,3,4,5,...,n. Knoten 1 wahlt {1,2}; Knoten 3 wihlt
{3,2} (2 ist schon gedeckt — die Kante deckt nur einen neuen Knoten); Knoten 4 wihlt {4, 3},
Knoten 5 wahlt {5,4}, ..., Knoten n wahlt {n,n —1}. Nach der ersten Kante deckt jede weitere
nur einen neuen Knoten: insgesamt 1+ (n —2) =n — 1 Kanten. Rate

1 2
R S Y
n/2
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A56 Christofides-Rate 3/2 ist scharf Priisenz 13.2

Leitergraph: K, (n mod 4 = 2), Kanten Fy = {{i,7+ 2}} U {{2i + 1,2¢ + 2}} mit Gewicht 1,
alle iibrigen Distanzen = kiirzester Weg. Zeigen Sie: (a) OPT = n; (b) es gibt eine Ausfithrung
von ATSP2 mit Tourldnge (n — 1) 4+ n/2.

Losung.

a) Die Tour ,oben hin, unten zuriick“ - 1,3,5,...,n—1,n,n—2,...,2,1 — benutzt n Kanten
vom Gewicht 1, also OPT < n. Weniger geht nicht (n Knoten brauchen n Tourkanten vom
Gewicht > 1): OPT = n.

b) Bei Gleichstédnden darf die Ausfithrung (MST-Wahl, Knotenreihenfolge) adversariell
gewihlt werden. Wahle den Zickzack-MST

1-2, 2-4, 4-3, 3-5, 56, 6-8, 87, ..., {n—1,n}

mit n — 1 Kanten vom Gewicht 1: d(T) = n — 1. In diesem Baum haben nur die Knoten 1 und n
ungeraden Grad, also ist das Matching K = {{1,n}} — Kosten = kiirzester Weg von 1 nach n
= n/2. Die Tour aus Eulerkreis und Abkiirzen hat damit Lange d(T') + d(K) = (n — 1) +n/2.

.n=14n/2 3 1 3
Rate: - =5—3 3 U
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A57 Christofides anwenden (K4) Klausur SS25-H, A1, 6+4 P.

Vollstéandiger Graph auf {a,b,c,d} mit d(a,b) = 1, d(a,c) = 2, d(b,c) = 3, d(b,d) = 3,
d(a,d) =4, d(e,d) = 4. (Instanz ersetzt; Original-Gewichtszuordnung nicht iberliefert.)

a) Wenden Sie Christofides (ATSP2) mit Startknoten a an; alle Zwischengraphen angeben,
auch Schritte ohne Anderung.

b) Nennen Sie die zwei Zusatzeigenschaften der Eingabe, die Christofides braucht, mit je einer
verletzenden Eingabe. Geben Sie die Giite an.

Losung.

a) (1) MST (Kruskal): {a,b} (1), {a,c} (2), {b,d} (3); Gewicht 6. (2) Ungerade Grade
im MST: a:2, b:2, ¢:1, d:1 = X = {¢,d}. (3) Minimales perfektes Matching auf X: einzige
Méglichkeit K = {{c,d}}, Kosten 4. (4) Multigraph 7'+ K: alle Grade gerade. Eulerkreis ab a:
[a,b,d,c,a], Kosten 1+ 3 +4 + 2 = 10. (5) Abkiirzen: kein Knoten doppelt — keine Anderung
(wird aber gepriift). Tour R = [a, b, d, ¢, a], Lange 10 (hier optimal: die Alternativen [a, b, ¢, d, a]
und [a, ¢, b, d, a] kosten je 12).

b) Benotigt werden Symmetrie (d(u,v) = d(v,u)) und die Dreiecksungleichung (d(u,v)
d(u,w) + d(w,v)). Verletzende Eingaben: d(a,b) =1, d(b,a) =5 (asymmetrisch); bzw. d(a, b)

<
10, d(a, ¢) = d(c,b) = 1 (A-Ungleichung verletzt). Giite: 3. O

o8



A58 ATSP1 anwenden + Verstiandnisfragen Klausur SS25-N, A1, 5+1+2+2 P.

Vollsténdiger Graph auf {A,B,C,D,E} mit d(A,E) = 1, d(B,C) = 1, d(A,C) = 2,
d(C, D) = 2, iibrige Distanzen 2 bzw. 3. (Instanz ersetzt; Original-Gewichtszuordnung nicht
uberliefert.)

a) Wenden Sie ATSP1 ab Startknoten C' an (alle Zwischengraphen, Lange der Rundreise).

c) Ist das Entscheidungsproblem zum TSP in P? Kurze Begriindung.

d(R

)

b) Welche Giite hat ATSP1?
)

d) Wahr oder falsch: ,Giite 1,5 bedeutet OP(T()I) > 1,5 fiir eine Instanz I Kurze Begriindung.

Losung.

a) (1) MST: A-F (1), B-C (1), A-C (2), C-D (2), Gewicht 6. (2) Verdoppeln: Multi-
graph, Gewicht 12. (3) Eulerkreis ab C: [C, A, E,A,C,B,C,D,C]. (4) Abkiirzen: Tour
[C, A, E, B, D,C], Lange 10.

b) Giite 2.

c) Nein (aufler P = NP): Das TSP-Entscheidungsproblem ist NP-vollstdndig — HAMILTO-
NIANCYCLE reduziert darauf (Kanten Distanz 1, Nicht-Kanten |V|+1, L = |V). Lége es in P,
folgte P = NP.

d) Falsch. Multiplikative Giite « ist eine obere Schranke fiir alle Instanzen: d(R) < a-OPT(I)
fiir jede Instanz I — nicht eine untere Schranke > fiir eine Instanz. |
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A59 Parallel-Task-Scheduling: Anwendung + GiiteKlausur SS25-H, A5, 1+1+8+(10) P.

Jobs belegen ¢; € [m] Maschinen gleichzeitig fir Zeit p;. ListScheduling platziert die Jobs
der Reihe nach zum frithestmoglichen Zeitpunkt auf den ¢; am wenigsten belasteten Maschinen.

a) Anwendung: m = 3; Jobs (p,q): (1,1),(1,3),(2,2),(3,1). Geben Sie den Schedule an.
b) Worst-Case-Gite fiir ¢; = 17
c) Zeigen Sie LS(I) < OPT(I) + $pmax fiir alle J mit 2 < ¢; < 2.

)

d) Bonus: Giite fiir ;%7 < ¢; < (k > 2)? Beweis.

Losung.

a) Lasten C' = (0,0,0). Job 1 (1,1): startet bei 0 auf einer Maschine, C' = (1,0,0). Job 2
(1,3): braucht alle 3 Maschinen, frithester Start max C' = 1, lauft [1,2]: C = (2,2,2). Job 3
(2,2): Start 2 auf zwei Maschinen, [2,4]: C = (4,4,2). Job 4 (3,1): leerste Maschine hat Last 2,
Start 2, [2,5]: C = (5,4,4). Makespan 5.

b) Fiir ¢; = 1 ist es das klassische ListScheduling: Giite 2 — %

c) Sei j ein Job, der den Makespan bestimmt, mit Startzeit s = LS — p;. Zu jedem Zeitpunkt
t < s sind weniger als ¢; < 5 Maschinen frei (sonst wire j frither platziert worden), also mehr
als % belegt. Da jeder Job hochstens %t Maschinen belegt, laufen dann mindestens zwei Jobs;
da jeder mehr als % belegt, laufen hochstens zwei. Also laufen in [0, s) stets genau zwei Jobs.

Damit ist s
25 = / #laufende Jobsdt < Zpi - Dpj.
0 i

Im Optimum laufen ebenfalls nie drei Jobs gleichzeitig (3 - % < > ¢ iiberschritte m), also

> ipi <20PT. Einsetzen: s < %(Zz pi —pj) < OPT — %pja folglich
LS=s+p; < OPT + %pj < OPT + %pmax-

d) Giite 2 — +. Analog: Vor dem Start von j sind mehr als m — 2 = @ Maschinen

belegt; jeder Job belegt < 7*, also laufen > k Jobs — und < k, da jeder > ;7 belegt. Genau
k Jobs: ks < 3 p; —p;j. Im Optimum laufen < k Jobs parallel, also >, p; < k OPT. Daraus
s <OPT—1p; und LS < OPT+(1—7)p; < OPT+(1—1)pmax < (2—3) OPT (mit ppax < OPT).
O
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A60 Strip Packing: NFDH Klausur SS25-N, A5, 2+3+5+(10) P.

STRIPPACKING: Rechtecke (nach Hohe absteigend sortiert) in einen Streifen der Breite 1
packen, Hohe minimieren. NFDH packt stufenweise von links; passt ein Rechteck nicht mehr,
beginnt eine neue Stufe.

a) Instanz: funf Rechtecke der Hohe 1 mit Breiten %, %, %, %, %; NFDH braucht Hohe 3. Geben

Sie eine optimale Packung und die Approximationsrate an.
b) Zeigen Sie: Es gibt L, mit lim,_,.c NFDH(L,,)/OPT(L,,) = 2.
c) Zeigen Sie fiir Instanzen mit h(r;) = 1: NFDH(L) < 20PT(L) + 1.

d) Bonus: Zeigen Sie dieselbe Schranke fiur A(r;) < 1.

Losung.

a) Optimal: Stufe 1 mit £ + 3 =1 (Rechtecke 1 und 3), Stufe 2 mit  +  + % = 1 (Rechtecke
5, 2, 4) — Hohe OPT = 2. Rate:

b) L,, (n = 2t): alle Hohen 1; Breiten abwechselnd 1 und . NFDH: Jedes Breite-1-Rechteck
filllt seine Stufe komplett, jedes e-Rechteck eréffnet eine neue Stufe, auf die das néchste Breite-1-
Rechteck nicht mehr passt — 2t Stufen, NFDH = 2¢. Optimal: die ¢ Breite-1-Rechtecke je eigene

Stufe, alle t e-Rechtecke zusammen auf eine Stufe — OPT < ¢ + 1. Rate t% — 2.

c) Seien W1,..., Wg die Gesamtbreiten der NFDH-Stufen; NFDH = S. Fur i < S gilt
W; 4+ Wit1 > 1: Das erste Rechteck der Stufe i+1 (Breite < W;1) passte nicht mehr auf Stufe i.
Summieren iiber : =1,...,5 — 1:

[\][8)

S—1
QZWi > Z(Wi+Wi+1) > S —1.
7 =1

Die Gesamtflache ist Y, W; (Hohen 1) und passt in einen Streifen der Breite 1: OPT > Y, W;.
Also 20PT > S —1,d.h. NFDH =5 <20PT + 1.

d) Sei H; die Hohe der Stufe i (= Hohe ihres ersten Rechtecks); wegen der Sortierung gilt
Hy; > Hs > ... und jedes Rechteck der Stufe ¢ hat Héhe > H; 1. Also ist die Fliache der Stufe ¢
mindestens W; - H;;1, und mit W; + W1 > 1:

> Hi=Y Hiy1 <Y (Wi+Wi1)Hiyr <2 WiH;y < 2-Fliche < 20PT.

i>2 i>1 i>1 i>1

Mit H; < 1 folgt NFDH = Y, H; < 20PT + 1. O
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7 Turingmaschinen

A61 TM fiir Palindrome Hausaufgabe 10.2, 5 P.

Entwerfen Sie eine Turingmaschine fir L = {w € ¥* | w ist ein Palindrom} und geben Sie
die Laufzeit an (mit Begriindung von Korrektheit und Laufzeit).

Losung.

Die Maschine:

(1) Falls kein Wort auf dem Band steht, akzeptiere.
(2) Falls nur ein Buchstabe auf dem Band steht, akzeptiere.

(3) Lies den ersten Buchstaben, bewege den Kopf zum letzten. Sind beide verschieden, verwirf.
Sonst ersetze beide durch ein neues Symbol x (erst den letzten, dann zuriick zum ersten).

(4) Gehe zu Schritt (1).

Korrektheit: Die Maschine vergleicht wiederholt den ersten und den letzten (unmarkierten)
Buchstaben und streicht beide. Bei Ungleichheit ist das Wort kein Palindrom — verwerfen. Sonst
endet sie in der Mitte mit einem oder keinem Buchstaben — in beiden Féllen ein Palindrom,
akzeptieren.

Laufzeit: Die Schritte (1)—(3) kosten je O(n). Pro Durchlauf werden zwei Buchstaben
gestrichen, also gibt es hdchstens |n/2] Durchliufe. Insgesamt O(n?). O
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A62 TM fiir L = {0"} + RAM-Vergleich Priisenz 10.3

Entwerfen Sie eine Turingmaschine fiir L = {0%" | n € N} iiber ¥ = {0}; begriinden Sie
Korrektheit und Laufzeit. Diskutieren Sie die Laufzeit im Vergleich zu einem RAM-Algorithmus.

Losung.

Die Maschine:

1) Falls genau eine 0 auf dem Band steht, akzeptiere.

(1)

(2) Laufe iiber das Band und ersetze jede zweite 0 durch x.

(3) Falls das letzte Symbol eine 0 war (ungerade Anzahl), verwirf.
(4)

4) Gehe zu Schritt (1).

Korrektheit: Eine Zahl ist genau dann eine Zweierpotenz, wenn wiederholtes Halbieren bei
1 endet, ohne je auf eine ungerade Zahl > 1 zu treffen. Genau das prift die Maschine: Jeder
Durchlauf halbiert die Anzahl der Nullen; eine ungerade Anzahl > 1 fiihrt zum Verwerfen.

Laufzeit: Jeder Durchlauf kostet O(n); die Anzahl halbiert sich pro Durchlauf, also O(logn)
Durchlaufe. Insgesamt O(nlogn).

RAM-Vergleich: Ein RAM-Algorithmus z&hlt die Nullen (O(n)) und priift, ob die Anzahl
eine Zweierpotenz ist (O(logn)) — Laufzeit O(n). Der wahlfreie Speicherzugriff erlaubt es, die
Aufgabe schneller zu l6sen als die kopfbewegungsgebundene Turingmaschine. O
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