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Aufgabe 1 ANWENDUNG - LPT (5 + 2 + 3 Punkte)

a) LPT sortiert die Jobs absteigend und wendet darauf LISTSCHEDULING an; Lastvektor
(My, Ms, Ms), bei Gleichstand kleinster Index.

Absteigend sortiert: 5, 5, 4, 4, 3, 3, 3.

5— Mj: (5,0,0); 5 — Ms: (5,5,0); 4 — Ms: (5,5,4).
o 4 — Ms3 (kleinste Last 4): (5,5, 8).

e 3 — M, (kleinste Last 5, Gleichstand M;, M2): (8,5,8).

e 3 — M, (kleinste Last 5): (8,8,8).
(

e 3 — M, (kleinste Last 8, Gleichstand, kleinster Index): (11,8, 8).

Belegung: M; = {5,3,3} (Last 11), My = {5,3} (Last 8), M3 = {4,4} (Last 8). Makespan
LPT = Cpax = 11.
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Bemerkung: Wegen >, p; = 27 = 3 -9 und der Aufteilung {5,4}, {5,4}, {3,3,3} (Lasten 9,9,9)
ist OPT = 9. LPT ist hier also nicht optimal: die Rate ist %.

b) LPT hat die approximative Giite
4 1

3 3m’

Fir m = 3 ergibt das % - % = 1@1; die Instanz aus a) erreicht diese Schranke also exakt und ist
ein worst-case-Beispiel.

c¢) Instanz mit m = 2 und Jobs in der Reihenfolge p = (1,1,2). LISTSCHEDULING legt jeden
Job auf die aktuell leerste Maschine (Lastvektor (M7, M>)):

o 1 — My: (1,0); 1— Ms: (1,1); 2 — M; (Gleichstand, kleinster Index): (3,1).

LS = 3. Optimal ist {1,1} auf einer Maschine und {2} auf der anderen (Lasten 2,2), also

OPT:2.DieRateistOLPST:%:2—%:2—%. O




Aufgabe 2 VORLESUNGSBEWEIS — TRANSITIVITAT (10 Punkte)

Zu zeigen: Aus Ly <, Lo und Ly <, L3 folgt L1 <, Ls.

Voraussetzung. Sei R; eine Polynomialzeitreduktion L; <, Lo mit Laufzeit O(n®) und R
eine Polynomialzeitreduktion Ly <), L3 mit Laufzeit O(n®), wobei a,b > 1 konstant sind. Nach
Definition gilt fiir alle z, y:

r €Ly < Ri(z) € Lo, y € Ly <= Ra(y) € Ls.

Konstruktion. Definiere die Komposition R := R3 o Ry, also R(z) = Ra(Ri(x)): Berechne
zuerst Ry (), wende darauf Ry an.

Korrektheit. Fiir jede Eingabe x gilt
r €Ll < Ri(z)€ Ly <= Ry(Ri(z)) € Ls,

wobei die erste Aquivalenz aus der Korrektheit von Ry und die zweite aus der Korrektheit von
Ry (angewandt auf y = R;j(z)) folgt. Insgesamt also x € L; <= R(z) € L3 — in beiden
Richtungen.

Laufzeit. Sei |z| = n.

o Die Berechnung von R;(z) braucht O(n®) Zeit. Da in dieser Zeit hochstens O(n®) Symbole
geschrieben werden, hat die Ausgabe R;(z) die GroBe |Ri(z)| = O(n?).

o Auf dieser Eingabe der Gréfle O(n?) braucht Ry die Zeit O((n®)?) = O(n®).

« Gesamtlaufzeit O(n?) + O(n®) = O(n®); wegen a,b > 1 ist n? ein Polynom in n.

Damit ist R eine in Polynomialzeit berechenbare Funktion mit x € Ly <= R(x) € L3, also
eine Reduktion L1 <, L3. O



Aufgabe 3 NP-VOLLSTANDIGKEIT (10 Punkte)

Sei L das Problem SUBSETSUM-OHNE-DREIERPOTENZEN.

€ NP: Eingabe: Zahlen cy,...,¢,, Zielwert K und Zertifikat S C [n]. Der Verifizierer arbeitet
wie folgt:

o Priife fir jede Grofle ¢;, dass sie keine Dreierpotenz ist (teile ¢; so lange wie moglich durch
3; ist das Ergebnis # 1 bzw. tritt ein Rest auf, so ist ¢; keine Dreierpotenz); lehne sonst
ab.

o Priife ) ;g ¢; = K; lehne sonst ab.

e Sonst akzeptiere.

Korrektheit: Ist die Instanz eine giiltige Variante mit Losung, so ist diese ein akzeptiertes
Zertifikat; andernfalls scheitert jedes Zertifikat an einer Priifung.

Laufzeit: Je Grofie der Dreier-Test O(logc;) und die Summe bilden O(n) — polynomiell. Also
gilt L € NP.

NP-schwer: Zeige die NP-Schwere durch die Reduktion
SUBSETSUM <, L.

SUBSETSUM ist bereits als NP-vollstdndig bekannt.

Konstruktion: Sei (cy,...,c,, K) eine SUBSETSUM-Instanz mit ¢; € N5o. Skaliere mit 2:
¢ :=2¢; (i €[n]), K':=2K.

Jede neue Grofie ¢, = 2¢; > 2 ist gerade. Dreierpotenzen 3 sind dagegen fiir jedes ¢t € Ny
ungerade (Produkt ungerader Faktoren bzw. 3° = 1). Eine gerade Zahl > 2 ist also nie eine
Dreierpotenz; insbesondere ist ¢, # 1 und ¢, # 3! fiir alle ¢ > 1. Damit liegt die konstruierte

Instanz (c,...,c,, K') in L.

Beweis SubsetSum nach Variante:

e Sei Smit ) ;cqc = K.
o Dann gilt Y ;cq¢ =D icg2¢i =2 ,c9¢ =2K = K'.

e Also ist S eine Losung der Variante.

Beweis Variante nach SubsetSum:

Sei S mit Y ;cqc; = K.

Das heifit 2} ;.5 ¢ = 2K.

Division durch 2 liefert » ,cgc¢; = K.

Also ist S eine SUBSETSUM-Losung.

Laufzeit: Jede der n Zahlen und K mit 2 multiplizieren — O(n).

Da SUBSETSUM NP-vollstandig ist, SUBSETSUM <, L gilt und L € NP, ist L = SUBSETSUM-OHNE-DREIERPOT!
NP-vollstandig. O



Aufgabe 4 ETH (1 + 4+ 1 4+ 4 Punkte)

Teil 1: k-IndependentSet.

a) Der Komplementgraph hat dieselben Knoten und als Kanten genau die Nicht-Kanten von G-

Vi

/: E/:
vi=vl, 1B (2

)—!E!—éV!(IV\—l)—\E\ < VI

b)
Bzgl. |V'|:
« Angenommen, k-INDEPENDENTSET ware in 2°0V'D . |119() 15sbar,

« Ein Independent Set in G/ = G ist genau eine Clique in G; die Reduktion ist in Polyno-
mialzeit berechenbar. Der Algorithmus 16st also k-CLIQUE.

o Wegen |V'| = |V| wird daraus ein 2°0VD . |1|9M_Algorithmus fiir k-CLIQUE.

e Widerspruch zum Hinweis.

Bzgl. |F'|:

Angenommen, k-INDEPENDENTSET wire in 2°0VIE'D | 7100 15sbar,

Wegen |E'| < |V|? ist /[E'] < |V], also /[E'] = O(|V|) und damit o(\/]E’]) C o(|V]).

Via Komplementbildung wird daraus ein 2°(0VD . |7|19M_Algorithmus fiir k-CLIQUE.

Widerspruch zum Hinweis.

Bounds: kein 2°0V'D kein 90(\/IE])

Teil 2: SubsetSum.
c) Da die Reduktion pro Menge S; € F genau ein Item erzeugt, gilt fiir die Itemzahl

n=|F|.

d)
Bzgl. n:
« Angenommen, SUBSETSUM wiire in 20(¥7) . |1|0() J5shar.

o Die Reduktion 3-EXACTCOVER <, SUBSETSUM ist in Polynomialzeit berechenbar und
erzeugt eine Instanz mit n = |F| Items.

o Verkettet man sie mit dem angenommenen Algorithmus, so entsteht wegen n = |F| ein
20(VIFD) . 17|19 Algorithmus fiir 3-EXACTCOVER.

e Widerspruch zum Hinweis.

Bound: kein 20(¥7) O



Aufgabe 5 APPROXIMATIVE ALGORITHMEN - 2ApproxVC(2 + 5 + 3
+ (10) Punkte)

a) Der Algorithmus fiigt bei einer Kante beide Endpunkte hinzu, falls beide noch frei (nicht in
C) sind. Kantenreihenfolge {1,2},{1,3},{2,3},{3,4},{4,5},{4,6},{5,6}:

o {1,2}: beide frei = aufnehmen, C' = {1, 2}.

e {1,3}: 1 € C = tberspringen.

{2,3}: 2 € C = tuberspringen.

{3,4}: beide frei = aufnehmen, C' = {1, 2,3, 4}.

{4,5}: 4 € C' = tuberspringen.

{4,6}: 4 € C' = tberspringen.

{5,6}: beide frei = aufnehmen, C' = {1,2,3,4,5,6}.

Der Algorithmus liefert C' = {1,2,3,4,5,6} mit |C| = 6.

Vergleich mit dem Optimum: G besteht aus den beiden knotendisjunkten Dreiecken {1,2,3}
und {4,5,6} (verbunden durch die Briicke {3,4}). Jedes Dreieck erzwingt mindestens 2 Knoten
im Cover (bei nur einem bleibt eine Kante ungedeckt), und die Dreiecke sind disjunkt, also
|C*| > 4. Die Menge {1,2,4,5} deckt alle Kanten ab (auch die Briicke via 4), somit |C*| = 4.
Die Rate in diesem Fall ist ||g*|| = % = %

b) Zu zeigen: |C| < 2|C*| fiir ein minimales Vertex Cover C*. Sei A die Menge der Kanten, bei
denen beide Endpunkte aufgenommen wurden; da jede solche Kante genau zwei neue Knoten
beisteuert und kein Knoten doppelt aufgenommen wird, gilt |C| = 2|A].

A ist ein Matching. Hitten zwei Kanten aus A einen gemeinsamen Endpunkt w, so wére
bei der spéter betrachteten dieser Kanten der Knoten w bereits in C' gewesen — die Bedingung
,beide Endpunkte frei” wéare verletzt und die Kante nicht aufgenommen worden. Also sind die
Kanten aus A paarweise knotendisjunkt.

Schranke fiir das Optimum. C* deckt jede Kante aus A mit mindestens einem Endpunkt
ab. Da die Kanten aus A knotendisjunkt sind, braucht jede einen eigenen Knoten in C*, also
€ = | Al
Kombination.

Cf = 2|A] < 2|C7].

Somit hat 2APPROXVC die Giite 2. O

c) Der Kreis C), (mit n gerade) hat als grofte unabhéngige Menge die n/2 ,jeden zweiten
Knoten”; also ist die maximale Unabhéngigkeitszahl n/2 und ein minimales Vertex Cover hat
Grofle

n o n
C'l=n—=-=—.
Cl=n—-5 =5

Schlechteste Kantenreihenfolge: Man ordnet die n/2 paarweise disjunkten Kanten {vq, vo}, {vs, v4}, ..., {vn_1, v,

zuerst an (danach beliebig die restlichen Kanten). Beim Abarbeiten dieser n/2 Kanten sind
jeweils beide Endpunkte noch frei, sodass der Algorithmus alle n Knoten aufnimmt; die tibrigen
Kanten haben dann stets einen bereits bedeckten Endpunkt. Es folgt |C'| = n und die Rate

il _ n

- —9
C* nj2 7

6



also der nach b) groftmogliche Wert.

d) BONUS. Wir geben die Familie der ungeraden Kreise Coy1 fur k > 2 an, mit Knoten
V1, ..., Uoky1 und Kanten {v;,v;41} (Indizes modulo 2k + 1).

o Optimum: Die groBite unabhéngige Menge in Coy 11 hat Grofle k& (man kann hochstens jeden
zweiten Knoten wéhlen, im ungeraden Kreis also k). Damit ist |C*| = (2k+1)—k = k+1.

o Ungtnstige Reihenfolge: Ordne die k paarweise disjunkten Kanten {vi,va}, {vs, v}, ..., {vog—1, var }
zuerst an. Beim Abarbeiten sind jeweils beide Endpunkte frei, also nimmt der Algorithmus
die 2k Knoten vy, ..., vy, auf. Der einzige unbedeckte Knoten wére vor11; seine beiden
Kanten {wvog,vog+1} und {vogy1,v1} haben aber je einen Endpunkt in C, werden also
iibersprungen. Somit |C| = 2k.

o Rate:
cy 2k B 5
C*|  k+1 E+1 koo
und die Rate ist streng monoton wachsend sowie fiir jedes endliche k echt kleiner als 2

(Z.B. C5: %, 07: %, Cg: %, CH: %)

Die Approximationsrate von 2APPROXV C konvergiert also entlang der Familie (Coy1)k>2 gegen
2; zusammen mit b) ist die Giite 2 damit asymptotisch scharf. O



