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Priasenzaufgabe 10.1 (Fragen iiber Fragen)
Diskutieren Sie die folgenden Aussagen (Gelten sie allgemein? Gelten sie nicht? Gelten sie
unter bestimmten Bedingungen? Welche?):

(1) Fiir jede Sprache, die von einer NDTM in polynomieller Zeit akzeptiert werden kann,
existiert eine DTM, die ebenfalls die Sprache in polynomieller Zeit akzeptiert.

(i) A ist NP-schwer = A€ P

Losung. (i) Die Aussage gilt nur, wenn P = NP. Dann liegen alle Probleme in NP (von
NDTM in polynomieller Zeit 16sbar) auch in P (von DTM in polynomieller Zeit 16sbar).
Falls P # NP, dann nein, weil sonst folgender Widerspruch auftritt: ein Problem in NP\ P
ist von einer NDTM, nicht aber von einer DTM in polynomieller Zeit 16sbar. Konnte eine
DTM die NDTM in polynomieller Zeit simulieren, wire das Problem auch in P.

(i1) Falsch. Es gibt NP-schwere Probleme, die nicht in NP liegen, z.B. das HALTE-Problem.
Diese liegen folglich auch definitiv nicht in P. NP-schwer ist eine untere Schranke, € NP
eine obere, und wenn beide erfiillt sind, ist ein Problem NP-vollstindig.

]

Definition 1 (Vertex Cover (VC)). Fiir einen (ungerichteten) Graphen G = (V, E) ist ein Vertex
Cover eine Menge von Knoten C C V, sodass u € C oder v € C fiir alle {u,v} € E gilt, also ist
fiir alle Kanten mindestens ein Endpunkt in C.

Fiir das VERTEXCOVER Problem ist neben einem Graphen G eine Zahl k € Z>( gegeben und
es wird gefragt, ob ein Vertex Cover mit Grofle (Anzahl der Knoten) hochstens k in G existiert.

Priasenzaufgabe 10.2 (VERTEXCOVER ist NP-vollstindig)
Zeigen Sie, dass VERTEXCOVER NP-vollstindig ist.

Hinweis: Reduzieren Sie CLIQUE auf VERTEXCOVER.

Losung. VERTEXCOVER € NP ist bekannt aus der letzten Hausaufgabe.

Voriiberlegung zur Reduktion von CLIQUE auf VERTEXCOVER: Sei eine Instanz mit G =
(V,E) und k € Z>( von CLIQUE gegeben. Wir invertieren zunichst den Graphen G und erhal-
ten damit G’. Nun enthilt G’ genau dann eine unabhéngige Menge der GroBe ¢, wenn G eine
Clique der GroBe ¢ enthilt. Wenn ein Graph mit n Knoten eine unabhéngige Menge mit min-
destens k Knoten hat, dann hat der Graph auch ein Vertex Cover mit maximal n — k Knoten



(das Komplement zur unabhingigen Menge). Unsere Instanz fiir VERTEXCOVER ist also G’
und n — k. (k < n konnen wir annehmen)

Betrachte nun folgende Reduktion:

Sei eine Instanz mit G = (V,E) und k € Z>( von CLIQUE gegeben. Invertiere den Graphen G
und erhalte damit G’. Gebe nun G’ und n — k als Instanz von VERTEXCOVER zuriick.

Korrektheit:

= (Falls (G,k) eine Ja-Instanz von CLIQUE ist, dann ist (G’,n — k) eine Ja-Instanz von VER-
TEXCOVER.):

G enthalte eine Clique C der GroBe > k. Dann ist V/ :=V \ C ein Vertex Cover von G’ der GroBe
<n—k Da|C| >k, gilt [V'| <n—k. Da C eine Clique ist, also alle Knoten aus C mit allen
anderen Knoten aus C verbunden sind, gibt es im invertierten Graphen G’ keine Kante zwischen
Knoten aus C. Also gilt fiir jede Kante {u,v} € E’, dass u ¢ C oder v ¢ C und somit u € V' oder
veV'.

<« (Falls (G',n — k) eine Ja-Instanz von VERTEXCOVER ist, dann ist (G, k) eine Ja-Instanz von
CLIQUE.):

G’ enthalte ein Vertex Cover V' der GroRe < n— k. Dann ist C :=V \ V' eine Clique der GroBe >
kin G.Da |V'| < n—k, gilt |C| > k. Fiir jede Menge {u,v} C C gilt, dass {u,v} ¢ E’. Ansonsten
wire V' kein korrektes Vertex Cover. Da G’ der invertierte Graph von G ist, gilt somit {u,v} € E
fiir jede Menge {u,v} C C.

Laufzeit: Das Invertieren des Graphen kann naiv in O(|V|? - |E|) Zeit, also in polynomieller
Zeit, erledigt werden.

Also existiert eine polynomielle Reduktion von CLIQUE auf VERTEXCOVER. Da CLIQUE
NP-vollstindig ist und VERTEXCOVER € NP gilt, ist somit VERTEXCOVER NP-vollstindig.
]

Prisenzaufgabe 10.3 (Turingmaschinen)

Entwerfen Sie eine Turingmaschine, welche die Sprache L = {0%" | n € Z>¢} iiber dem Al-
phabet £ = {0} entscheidet. Geben Sie die Laufzeit Threr Turingmaschine an. Begriinden Sie
die Korrektheit und die Laufzeit Ihrer Turingmaschine. Diskutieren Sie die Laufzeit Threr Tu-
ringmaschine im Vergleich zu einem Algorithmus (mit RAM) fiir diese Sprache.

Losung. Die Turingmaschine sieht folgendermaf3en aus:
(1) Falls genau eine 0 auf dem Band steht, akzeptiere.

(2) Bewege den Kopf von links nach rechts iiber die Eingabe und ersetze jede zweite O durch
ein neues Symbol x.

(3) Falls das letzte Symbol der Eingabe nun eine 0 ist, verwerfe.
(4) Gehe zu Schritt (1).

Korrektheit: Die Sprache L besteht aus allen Wortern, die nur Nullen enthalten und deren Linge
eine Zweierpotenz ist. Eine Zahl ist genau dann eine Zweierpotenz, wenn sie nach wiederholtem
Teilen durch 2 irgendwann eine 1 ergibt. Genau das iiberpriift die Turingmaschine. Wenn bei
diesem wiederholten Teilen eine ungerade Zahl auftritt, ist die Zahl keine Zweierpotenz. In
diesem Fall verwirft die Turingmaschine die Eingabe (siehe Schritt (3)).

Laufzeit: Die angegebene Turingmaschine hat eine Laufzeit von O(nlog(n)), wobei n hier die
Linge der Eingabe bezeichnet. Schritt (1) und Schritt (2) bendtigen jeweils eine Laufzeit von



O(n). Schritt (3) geht in konstanter Laufzeit O(1). Schritt (4) wiederholt die Schritte (1) bis (3)
bis nur noch eine 0 auf dem Band steht oder vorher abgebrochen wird. Da in jedem Durchlauf
der Schritte (1) bis (3) die Hélfte der Nullen (abgerundet) durch x Symbole ersetzt wird, steht
nach logn Durchldufen nur noch eine Null auf dem Band und es wird nach Schritt (1) akzeptiert
oder es steht nach |logn| — 1 Durchlidufen eine ungerade Anzahl von Nullen auf dem Band und
es wird nach Schritt (3) verworfen. Also gibt es maximal logn + 1 Durchléufe.

Diskussion: Ein Algorithmus mit RAM konnte folgendermallen aussehen:
1. Zihle die Buchstaben und erhalte Anzahl m.
2. Falls logm ganzzahlig ist, akzeptiere. Sonst verwerfe.

Dieser Algorithmus hat eine Laufzeit von O(n), wobei n hier die Linge der Eingabe bezeichnet.
Ein Algorithmus mit RAM kann also den zusitzlichen Speicher nutzen, um wesentlich schneller
eine Aufgabe zu erledigen, im Vergleich zu einem Algorithmus, der auf einer Turingmaschine
lauft. O



