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Analyse von Algorithmen und Komplexitat

Aufgabe 1 Komplexitit - Anwendung

Gegeben sei folgender Graph G = (V, E), bei dem die Kantengewichte jeweils an der nach aufien gerich-
teten Seite der Kante stehen:

)fs) [0}/ @

a) Wenden Sie den Algorithmus AT'SP; auf den Graphen G beginnend bei Knoten a an. Geben Sie
dabei die Ergebnisse jedes Zwischenschrittes des Algorithmus an.
b) Geben Sie den Wert einer optimalen Losung fiir metrisches TSP fiir den obigen Graphen an. Ihre
Antwort sollte nur aus einer Zahl bestehen.
c¢) Der Algorithmus AT'S P, berechnet eine TSP-Tour fiir metrische Instanzen. Geben Sie die Definition
einer TSP-Tour an.
d) Begriinden Sie, warum man sich (auch) fiir approximative Algorithmen fiir metrisches TSP interes-

siert anstatt immer einen Algorithmus zur Berechnung einer optimalen Losung zu nutzen.
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Aufgabe 2 Komplexitit - Vorlesungsbeweis @ ' [ ol

Zur Erinnerung betrachten wir die Definitionen der Probleme SubsetSum und Partition.

Problem: SubsetSum
Eingabe: Ganze Zahlency,...,c, € Zund K € 7
Entscheide: Gibtes I < {1,...,n}mit}}, ¢;= K ?

Problem: Partition
Eingabe: Ganze Zahlen cy, ..., c, € Z

| Entscheide: Gibtes I < {1,...,n} mit},_ ¢; = IS e?

Aus der Vorlesung kennen Sie den Beweis fiir den folgenden Satz.

Satz (Satz 6.33 aus der Vorlesung). Partition ist NP-vollstindig, sogar dann, wenn ¢y, ..., ¢, > 0.
a) Zeigen Sie, dass Partition in NP liegt. )
b) Um zu zeigen, dass Partition NP-schwer ist, fithren Sie den folgenden Beweis zuende: (p)

Beweis. Aus der Vorlesung wissen wir, dass SubsetSum sogar dann NP-schwer ist, wenn alle Zahlen
nicht-negativ sind. Insofern sei eine SubsetSum-Instanz [ — (c1y...,cn, K) mitey,...,c, € Zsg und
K € Zo gegeben. ‘

c) (Bonusaufgabe) Zeigen Sie, dass SubsetSum sogar dann NP-schwer bleibt, wenn jede Zahl in der
Eingabe hochstens zweimal vorkommt. )
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Aufgabe 3 Komplexitit: NP-Vollstindigkeit @-@ %" / sl

Wir betrachten folgendes Problem: 4
Problem: Connected-Clique

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) ohne isolierte Knoten, d h. fiir jeden Knoten u € V' existiert .
ein v € V mit {u,v} € E, sowie eine Zahl k € Z>.

Entscheide: Gibt es eine Teilmenge C' < V von Knoten fiir die die beiden folgenden Eigenschaften gelten:

a) C ist eine Clique mit |C| > k, und
b) fiir allev € V gibt es ein u € C mit {u,v} € E.

a) Geben Sie jeweils eine Ja-Instanz von Connected-Clique fiir £ = 1 und k = 3 an. Es gentigen Zeich-

nungen. - (2pP)
b) Zeigen Sie, dass Connected-Clique NP-vollstindig ist. (8)
Losung:
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Aufgabe 4 Komplexitit - Approximative Algorithmen

() (5] @

Wir erinnern uns an das Scheduling-Problem P||Cpax aus der Vorlesung:

Problem: Scheduling-Problem P||Ciyax
Eingabe: n Jobs/Auftrage mit Ausfiihrungszeiten py, ..., p, € Zxo und m Maschinen
Gesucht: Eine Partition von { 1,...,n} in Teilmengen By, ..., By, mit minimaler maximaler Last

Cmax =  max Z Dj
ze{l,...,m}jEBi

Betrachten Sie den folgenden Algorithmus fiir P||Ciax:

Algorithmus PRIMITIVE (I = (n,p1,...,Pn,m))

O 0 N O g AW N A

JHET (I VI QR - S N . T {
O N oy o AW N OO

for i=1 to m do

Bi=¢g
od
P=0
for j=1 to n do
P=P+p;
od
i=1
L=0
for j=1 to n do
Bi=B;u{j}
L=1L+p;
if L > _-P then
1=19+1
L=0
fi
od

return (By,...,Bp)

Fiir jede Instanz I bezeichnen wir mit P(/) die maximale Last einer Maschine in der von PRIMITIVE fiir [

berechneten Losung (Bj, . ..

>Bm)/ d.h. P(I) = MaXie(1,...,m} ZjEBi Dj-

a) Beschreiben Sie in hochstens drei Sdtzen, was PRIMITIVE tut. Antworten mit vier oder mehr Sitzen

werden mit 0 Punkten bewertet. )

b) Argumentieren Sie dafiir, dass PRIMITIVE wohldefiniert ist. Das bedeutet hier ganz konkret, dass

(wéhrend einer Berechnung) in Zeile 11 immer ¢ < m gilt. LR

c) Zeigen Sie, dass PRIMITIVE ein approximativer Algorithmus mit Giite 2 fiir P||Cpax ist,

d.h. P(I) < 2- OPT(I) fiir alle Instanzen I von P||Cmax. Sie diirfen hier insbesondere aus der Vorle-
sung bekannte Schranken fiir OPT(I) nutzen. (6P)

d) (Bonusaufgabe) Verbessert sich die Giite von PRIMITIVE, wenn die Jobs in der Eingabe absteigend

nach ihrer Ausfithrungszeit sortiert sind? Zeigen Sie eine bessere Giite oder geben Sie eine Beispiel-
instanz an, die zeigt, dass sich die Giite nicht verbessert. (4p)

Losung:
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Aufgabe 5 Komplexitit - ETH " )o][o)/n @

a) Das Problem 1-aus-3-SAT sei wie folgt definiert.

Problem: 1-aus-3-SAT
Eingabe: Ein boolscher Ausdruck in KNF {iber Variablen ai1,...,a; und Klauseln K, ..., Kz,
wobei |K;| < 3fiirallei e {1,...,m}.
Entscheide: Existiert eine Belegung ¢, sodass fiir jede Klausel K; exakt ein Literal y € K; existiert
mit ¢(y) = 1.
Betrachten Sie folgende Reduktion von 3-SAT auf 1-aus-3-SAT. Fiir eine 3-SAT Instanz tiber n Varia-
blen zy,...,z, und m Klauseln C4, .. ., C,, erstelle eine 1-aus-3-SAT Instanz wie folgt.
* Die Menge der Variablen sei {z; | i € {1,...,n}} U {Zrelke{l,...,6},0e{1,...,m}}.
* Definiere fiir jede Klausel C; mit Literalen y;,, Yj» und y;, aus der 3-SAT Instanz folgende
Klauseln fiir die 1-aus-3-SAT Instanz
= Y VB v Eay,
- Yip V&2 v 245,
— Yjs V 52'3,]'/
- i‘lyj \ Ii’g’j \ .’1A75’j und
—'.’%3,3' \Y :%4,]' \Y :ﬁs’j.

~

1. Geben Sie die Anzahl der Variablen und die Anzahl der Klauseln fiir die resultierende 1-aus-3-
SAT Instanz in Abhéngigkeit von der originalen 3-SAT Instanz an. (1P)

A Eine (moglichst genaue) Angabe in O-Notation gentigt.
2. Zeigen Sie Lower Bounds fiir 1-aus-3-SAT beztiglich Anzahl der Variablen und Anzahl der Klau-
seln unter Annahme der ETH und der oben beschriebenen Reduktion. , (4p)
b) Das Problem FeedbackArcSet sei wie folgt definiert.
Problem: Feedback Arc Set
Eingabe: Ein gerichteter Graph G = (V, £) und eine Zahl k. )
Entscheide: Existiert eine Menge von Kanten S < £ mit |S| < k, sodass der Graph ohne die Kanten
in S, formell der Graph G’ = (V, E\S), kreisfrei ist?
Betrachten Sie folgende Reduktion von VertexCover auf FeedbackArcSet. Fiir eine Eingabe (G =
(V, E), k) erstelle die Instanz (G = (V, ), k) wie folgt.
* Definiere V := {0} |[ve V,j e {1,2}}.
* Fr jede Kante {u,v} € E definiere Kanten (42, 9}) und (92,%) in E. Definiere weiterhin fiir
jeden Knoten v € V eine Kante (9}, 92) in E.
e Definiere k := k. ‘
1. Geben Sie die Anzahl der Knoten und die Anzahl der Kanten fiir die resultierende FeedbackArc-
' Set Instanz in Abhéngigkeit von der originalen VertexCover Instanz an. (1P)

| TR O 0T ROOR R 0 OO 0N 0

A Eine (moglichst genaue) Angabe in O-Notation geniigt. :
2. Zeigen Sie Lower Bounds fiir FeedbackArcSet beziiglich Anzahl der Knoten und Anzahl der Kan-
ten unter Annahme der ETH und der oben beschriebenen Reduktion. (4p)

A Sie diirfen alle aus diesem Modul bekannten Lower Bounds fiir Vertex Cover nutzen, bei-
spielsweise den ETH Lower Bound 2°UV] . poly(|1]) aus Hausaufgabe 13.

Aufgabe 5 Matrikelnummer: 1025242
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